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环 的 同调 维 数 是 近代 环 论 一 个 重要 研究 领 
域 ， 特 别 是 80 年 代 以 来 ， 关 于 凝聚 环 和 非 交 换 
Noether 环 的 同调 维 数 的 理论 研究 ， 极 大 地 丰富 
和 发 展 了 环 的 同调 维 数 的 经 典 结果 ， 它 的 理论 和 
万 法 影响 到 代数 学 和 其 他 数学 学 科 . 

本 书 在 假定 读者 已 经 熟悉 抽象 代数 和 同调 代 
数 基本 知识 的 基础 上 进一步 叙述 环 的 同调 维 数理 
论 ,包括 这 一 领域 的 许多 新 的 结果 . 第 一 章 主 要 介 
绍 环 和 模 的 基本 知识 .第 二 章 介 绍 一 般 环 和 模 的 
经 典 的 同调 维 数 , 还 包括 了 Ng AM. 这 两 章 有 些 
内 容 仪 给 出 结论 以 及 相关 文献 ,不 再 详细 叙述 . 第 
三 章 专 门 介绍 Noether 环 (不 一 定 是 交换 的 ) 的 同 
VaR. 第 四 章 主要 把 Noether 环 一 些 经 典 的 著 
名 结果 推广 到 凝聚 环 , 还 讨论 了 凝聚 FP- 环 和 (a， 
2,6) - 环 的 结构 性 质 和 分 类 问题 ， 第 五 章 讨论 了 
xz- 凝聚 环 和 FGT- 维 数 . 第 六 章 主要 把 局 部 环 的 结 
果 推 广 到 半 局 部 环 ， 第 七 章 叙 述 了 对 偶 模 的 同调 
RHE. 第 八 章 主要 刻 划 群 环 、 斜 群 环 、 交 叉 积 和 群 
分 次 环 的 同调 维 数 . 第 八 章 是 由 易 忠 教授 撰写 的 . 

本 书 可 供 数 学 专业 的 研究 生 和 数学 工作 者 参 
考 ， 也 可 作为 代数 方向 二 年 级 研究 生 的 教材 . 
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ABSTRACT 


The theory and application of homological dimension of rings are 
presented systematically in this book. There are 8 chapters. Its con- 
tents are as following: rings and modules, homological dimension, 
modules and their homological dimension over Noetherian rings, ho- 
mological dimension of Coherent rings, x-Coherent rings and FGT-di- 
mension, modules and their homological dimension over semi-local 
rings, homological properties of dual modules , homological dimension 
of group rings, skew group rings, crossed products and group graded 
rings. 

This is a reference book for mathematicians and research stu- 
dents who have studied Abstract Algebra and have some elementary 


knowledge about Homological Algebra. 


PREFACE 


Homological dimension of rings is one of the main research field 
in ring theory. Since 1980's the research about non-commutative 
Noetherian rings and coherent rings largely developed and extended 
the classical results about homological dimensions of rings. The new 
results and methods have been applied to other mathematics subjects 
and other Algebra branches. . 

In this book we focus on homological dimensions of rings and we 
suppose that the readers are familiar with Abstract Algebra and have 
some knowledge about Homological Algebra. Many new results are 
included in this book. Chapter one is an introduction about rings and 
modules. Chapter two states many classical results about homological 
dimensions of rings and modules. and the Ng dimension is also stud- 
ied. In these two chapters, for many theorems we state the results and 
omit the proofs, but relevant references are pointed out. Chapter three 
is specifically for homological dimensions of Noetherian rings. In 
chapter four we generalize some classical results about Noetherian 
rings to coherent rings, coherent FP-rings are discussed and the 
structure and classification of (a,2,b)-rings are studied too. In chap- 
ter five x-coherent rings and FGT-dimension are studied. Chapter six 
is designed to generalize the results of local rings to semilocal rings. 
Chapter seven is about the homological character of dual modules. 
Chapter eight is devoted to the study of homological dimensions of 
group rings, skew group rings, crossed products and group graded 


rings. This chapter is written by Professor Yi Zhong. 


This book is a reference book for mathematicians and mathemat- 
ics students. It can also be used as a textbook for research students in 
their sencond year. 

In this book we collected many new results and referred to many 
books and papers. We are very grateful to the original authors. I 
would also like to express my gratitude to my supervisors, Professors 
Zhang Herui, Zhou Boxun, Liu Shaoxue and Wang Shiqiang. It is 
them who guided me to study ring theory and homological Alge- 
bra. I also hope to thank Guangxi Teachers’ University Press and 
Guangxi Natural Science Foundation for their support for the publica- 
tion of this book. I am also indebted to Professor Yu Xinhui, who has 
been of great assistance in the prodution of this book, and to Zhao Ju- 
tao, Huang Jihong, Zhang Jicheng, who have used parts of the earlier 
text in a course of a term,and have called my attention to many places 
where improvements in the exposition could be made. 

Finally, please excuse the shortcomings or errors appeared in this 
book. I would be glad to hear some suggestions and comments. 

Cheng Fuchang 
Guangxi Teachers University, Guilin 
February, 1998. 
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环 和 模 


在 这 一 章 里 ,我 们 主要 介绍 环 和 模 的 基本 概念 ,如 投射 模 、 内 射 模 、 
平坦 模 、 凝 聚 环 . 半 遗 传 环 与 遗传 环 `Von Neumann 正则 环 、 半 单 环 .局 
部 环 和 半 局 部 环 . 半 完全 环 和 完全 环 等 重要 环 类 .我 们 假定 读者 具有 抽 
象 代数 和 同调 代数 的 基本 知识 ,在 此 前 提 下 ,有 些 内 容 仅 给 出 结论 以 及 
相关 的 文献 ,不 再 详细 证 明 . 

这 一 章 所 指 的 环 均 是 有 单位 元 1 的 结合 环 ,所 有 的 模 为 西 模 .上 g. 
表示 有 限 生 成 ,sf ASS 分 别 表示 左 A- 模 的 范畴 和 右 A- 模 的 范畴 . 


1.1 投射 模 和 生成 元 ,内 射 模 和 余生 成 元 


投射 模 和 内 射 模 是 模 论 及 同调 代数 中 最 重要 的 两 个 基本 概念 . 

定义 ” 设 人 4 是 环 , 已 是 左 4- 模 , 若 函 子 Homa《 了 ,一 ) 正 合 , 则 称 
P 为 投射 模 . 

定理 1.1.1 设 4 是 环 ,已 是 左 4 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

O PERH: 

GD HELA a THA A PTER . Weep AMA S:P 
一 4, 使 下 图 交换 , 即 了 一 ug; 

(iii) 对 每 个 4A- Hl Aw: A—> BW Hom,(P,u):Hom,(P,A) > 
Hom, (P, B) 是 满 的 ; 

Gv) 在 有 6 内 任何 短 正 合 列 


0—> A—+ B—>+ P— 0 ENR ES H; 


1 a AN RESEDA et aaa a a a a -= 


Sy 


N 
we 


z 


B 


心 


0 

(Vv) 已 是 自由 模 的 直 和 项 ， 

(vi) Exth(P,A)=0.V EA RA; 

(vii) Exth(P,A) =0,V EA BA AER BR n > 0. 

定理 1.1. 1 的 证 明 见 文献 [75j. 

由 定理 1. 1.1 得 以 下 的 推论 . 

推论 1.1.2 —tA AMP Eig 投射 模 当 且 仅 当 P 电 P' = 
A"”, 这 里 7 是 一 个 正 整数 ,P' 是 一 个 左 A- 模 . 

投射 模具 有 以 下 性 质 : 

E A- Ñ A = 中 er4; 是 投射 模 当 且 仅 当 每 个 A 是 投射 模 . 每 个 左 
A- 模 必 是 投射 模 的 同 态 象 . 

引 理 1. 1. 3 (Schanuel) A£ A- 模 序列 

0o— A, P, “+ B— 0 #10 —> A, PB 0 

正 合 ,这 里 P,P; 是 投射 模 , 则 A OP, =ALOP,. 

证 明 ”考虑 下 图 


其 中 1s 是 恒 等 映射 . AP 是 投射 模 , 故 由 定理 1.1.1 知 ,存在 人 同 态 
a:P, 一 已 ,使 上 图 右边 方块 是 交换 的 . 令 BLA > 4,, 使 得 Bla) =a, 
这 里 aa E A,,a, € A, H fla) = (af,)(a,). Fa’, € Ar, BF 
(af, (al) = f(a',), 则 得 f(a, 一 a',) = O/B Sf, 是 单 同 态 , 故 a = 
a' 2. 因此 是 一 个 映射 . 不 难 验证 ,8 是 一 个 全 同 态 ,并 且 使 得 上 图 左 


边 方 块 是 交换 的 . ME Ba, € A, Hla p) € ADP $ p:a gla) 
= (la), fi (a,)) WY: as pi) | Plans pi) = alpi) — flao), BE 
My EA- AA. Aga) = 0. Si Ca) [= 0. f EARD a =0, 
OPED 2 是 单 同 态 . 其 次 , 若 p。 © P. WEEP E P fE i'd = 
ECP). 因而 gee D 一 pp.) 一 0. 于 是 存在 caE A, RR fi(a';) = 
alp D) — pr HYla'np') = pr He ERAS. 再 证 kery = Ime # laz, 
pi) E Kery, W elp) 一 f(a.) = 0. 故 gip) = gsa(p1) = 
82S. (a;,) =0. 因此 存在 a1 © A, 使 得 fi(a) = pi H 941) = Cap). 
FÆ Kery C Ime Imp Z Kery 是 显然 的 ,故人 er = Ime 


综合 以 上 讨论 ,序列 0 一 > A, > A, @ P, + P, 一 >0 正 合 . 因 
P, 是 投射 模 , 故 由 定理 1.1.1 得 ,4, OP, ZA OP). 

定义 ” 设 4 是 左 4- 模 , 妃 是 4 的 一 个 子 模 , 若 对 任意 子 模 C, 当 

B+C=A>C=A, 

则 称 妃 为 4 的 多 余子 模 , 记 作 五 入 A, 

设 g8:4 一 4 是 全 满 同 态 , 若 Kerg <A, WK e 是 多 余 的 . 

定义 ” 设 4 是 左 僵 模 , 则 4 的 投射 复 盖 是 指 一 个 对 (P,y) , 它 满 
足以 下 条 件 : 

O 已 是 一 个 左 4- 投射 模 ; 

Gi) ¢:P +A 是 多 余 AHA. 

一 个 模 不 一 定 有 投射 复 盖 . 若 一 个 模 有 投射 复 盖 , 则 在 同 构 意义 下 
是 自然 唯一 的 .更 一 般 地 ,我 们 有 以 下 结论 : 

B pP — AEA- BAW TRASH. FQ E A- 投射 模 , 且 p: 
Q> Az A- AB. MQ = P O P, tE 

O PSP; 

Gi) P” & Kero 的 子 模 ; 

Gi) @P):P'’ 一 4A 是 4 的 投射 复 盖 . 
HAA S.A, 一 4, 是 4A- 同 构 , 而 办 :Pi 一 Al 和 :Pi 一 A; 是 投射 复 
盖 , 则 有 A- 同 构 f:P —> P, ,使 得 pJ = Soy. 

内 射 模 是 投射 模 的 对 偶 概念 . 


EM RARM. ERE A K.ARF Hom E) EA URE 


为 内 射 模 . 
定理 1.1.4 设 4 是 环 , 正 是 左 全 模 , 则 下 列 陈述 ， ine a 
是 等 价 的 : oo 
O ERKI: 1 


GD 对 Ek 内 任 一 如 右 的 图 ,其 中 行 正 合 , 则 存在 | 
一 个 A- 同 态 g:B 一 上 ,使 右 图 交换 , 即 f = gu; E 
GD 对 每 个 单 同 态 uA > B, M Homy(u,E):Hom,(B,E) > 
Hom,(A,E) 是 满 的 ; 
(iv) Æ Ci 内 任何 短 正 合 列 0 一 一 4A 一 B 一 0 是 分 裂 正 合 的 ; 
(v) 设 4 是 任意 左 A- 模 ,E 是 它 的 子 模 , 则 上 必 为 4 的 直 和 项 ; 
(vi) Ext3(A,E) 一 0,Y EAHA; 
(vil) Ext} (A, E) 一 0 左 A- 模 A 和 任意 整数 n> 0; 
(viii) (Baer 准则 ) 对 环 4 的 任意 左 理想 7 和 任意 4- 同 态 / :7 一 


E, 必 存在 一 个 4 Be: A> Efe FARR I> A 表示 包含 映 
射 . 


定理 1.1. 4 的 证 明 见 文献 [75]. 

内 射 模 具有 以 下 性 质 : 

左 4- 模 4= [|] ,.,4; 是 内 射 模 当 且 仅 当 每 个 A 是 内 射 模 . 每 个 模 
均 可 艇 人 一 个 内 射 模 内 . 

定义 ” 设 4 是 左 4- 模 , 妃 是 4 的 一 个 子 模 , 若 对 于 4 的 任意 子 模 
C, 当 

BNC= 0=>C=0, 

We B 是 4 的 本 质子 模 , 记 作 Ba A. 

RSA 一 AR A BAAS Imf OAM SAR. 
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定义 ” 设 i.A 一 MM 是 A 人- 单 同 态 ,着 Imi IM, Pi LARA, 
则 称 M 是 4 的 本 质 扩张 . 

设 4 是 4 模 , 则 4 的 内 射 包 络 是 指 一 个 对 (五 ,?) , 它 满足 以 下 条 
件 : 

G) EA 内 射 模 ， 

Gi) iA 一 EE 是 本 质 单 同 态 . 

模 4 的 内 射 包 络 简 记 为 巨 (4). 每 个 左 4- 模 都 有 一 个 内 射 包 络 ,并 
且 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 . BR BAW ARES ECA) BARMAN 
模 的 极 小 者 . 

定理 1.1.5 设 4 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) ASA A 模 的 直 和 是 内 射 模 ; 

Gi) Ee) =e ECA): 

aii) A 4 Noether #. 

证 有 明 = Gi) ALA) BARE HAAG AO. EA) 是 
内 射 模 , 故 E eA) =De ECA). 

Gd>G) ”车 A 是 内 射 模 , 则 A, = ECA). h Gi) 得 E(@;ejA,) 
=Q EA) =e. J Ine A 

>i) 令 碾 和 TC*… 是 A 的 左 理想 升 链 ， 

则 =U&7 守 sh. 并且 ,车 a € 了 则 a E LILE , 

有 自然 数 门 . 令 f:T >DE), 使 得 f(a) = 
(a 十 也,… ,a 十 1,,…), 易 知 了 是 一 个 A 同 态 .考虑 
右 图 , 因 EAI) BARR. AG 知 OEA) 
是 内 射 模 . 又 由 Baer 准则 知 , 必 存在 z COL ECA/,) ,使 得 f(a) = 
az,V a ET. 但 x EOE) MEE BRR n, [E x = (zi， 
50,10,0,°°), Bb ar = OW k. FRB T/L, = Iz, = 0. KI = 
7 yy k. 因此 AEA Noether 环 . 

0) 过 (i) REGE JD FARAH. SRPMAUWUHA.A AR 
Noether #,J X f.g. 理想 , 故 Imf 守 eE, 下 是 J 的 一 个 有 限 子 集 .于 
是 知名 iE。 是 内 射 模 . 由 Baer EN, UFE r EDE. EI Sa) = ar, 
Yael. (OrE SOE. Am oA A- HS8: ADE, 使 得 下 图 是 
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交换 的 . 故 OVE BANK. 1 me A 
生成 元 和 余生 成 元 是 两 个 对 偶 概 念 ,它们 分 别 在 ~ 
模范 畴 的 等 价 和 对 偶 性 理论 中 ,有 着 重要 作用 . Ie 
定义 ” 设 C 是 左 4- 模 , 若 函 子 Hom, (G, 一 ) 是 / 
忠实 的 , 亦 即 对 任意 左 人 A BLA AI © Hom, (A,B) BR EE, 
Bt f > Hom,(G, f) 是 Abel 群 单 同 态 , 则 称 4- G H 
范畴 Ci 的 一 个 生成 元 . 
对 偶 地 , 设 C 是 左 4- 模 , 若 函 子 Homa( 一 ,C) 是 忠实 的 , 则 称 A 模 
C 为 范畴 Sh 的 一 个 余生 成 元 . 
EX WA BEA A 模 , 若 存在 正 合 序列 
A? —> B > 00 — B > A’), 
则 称 模 A 生成 (余生 成 ) 模 B. 
4  Tr,(A) = `, (Imh|h € Hom,(A,B)}; 
Rejs(A) =f] {(Kerh|h € Hom,(B,<A)}, 
并 分 别称 为 4 在 B 内 的 迹 和 亦 迹 . 
H A E A-R, WA) = AEC Alia = 0,Y a € A} EE i 
4 在 4 内 的 零 化 子 . WR LCA) = 0, 就 把 模 4 叫做 忠实 的 . 
容易 证 明 以 下 性 质 ， 
(4 生成 (余生 成 )B 人 Treoe(4) = B CRejs(4) = 0); 
Gi)Reja(4) = 1,(A). 特别 地 ,4 余生 成 ASA 是 忠实 模 . 
GD Tra CA) 是 环 4 的 双边 理想 . 
定理 1.1.6 设 4 是 环 ,G 是 左 A- 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) G 是 范畴 4 的 生成 元 ; 
Gi) MERE ABABA A= J)e Imh, H = Homa(G,A); 
GD GÆR Oh 中 每 个 模 ; 
Gv) GP 一 4 图 有 ,其 中 4 是 左 4- 自由 模 ; 
(v) MERA AAAS. E Hom, G. N 是 满 同 态 , 则 /是 满 同 态 ，; 


. f 
(vi》 对 任意 左 4- 模 序列 “4' 一 > 4A > 4”, 若 序列 
Íx . 
Hom,(G, A’) 一 > Hom,(G,A) => Hom, (G, A”) 


正 合 , 则 原 序列 也 正 合 , 这 里 f. = Hom, G, f). 
证 明 Si) Si) 4A B= ie ylmh z: A > A/B 为 自然 A- 同 
AS. Mik F = Hom,(G, —), WA Z- AA 
F(x) ;Hom,(G,A) > Hom,(G,A4/B), 
使 得 VY h € H = Hom,(G,A),F(2)(h) = nh. ACG) S B = Kerr, 
故 xh = 0. (E GE) WA RIC. FG r= 0. FLL A = > plmh. 
GDG) BA BRERE A M,72H = Hom(G,4) ,对 任意 
lalf E H) EC URE pila) >) SU). BBB pG 一 4 
ARMS. EHER S CH RASC) COC”). Wii), £G)S 
iG). HG) MA = D) ef (O. HA SHC). 从 而 4 一 


WG). BEG? 2s A— 0 EA. KG AR A. 

GiD=>Gv) 设 4 是 左 人 自由 模 , 由 (iii) 得 正 合 列 0 一 已 一 GO 
一 4~0. 因 4 是 自由 模 , 故 由 定理 1.1.1 得 G2 人 4 四 有 

(liv) 之 (i) EG” = 二 4 外 8B, 其 中 A 是 左 人 自由 模 , 又 假定 4 有 
一 个 基 , 它 只 有 一 个 元 素 比 如 e, 这 样 做 不 会 失掉 证 明 的 一 般 性 . 

设 C 是 任意 左 A- 模 ,对 任意 c EC, 规 定 g.:G"” 一 C, 使 得 g.:he 十 
brmr>A,YVAE€ A, b EB, Wg 是 一 个 A- AS. g.(e) =o AMC = 
Denm c omg 于 是 可 知 ， HO A f € Hom,(M,N), W 


Hom, (G? ,f> Æ 0. Ai Hom, (G, D 40. KG Bh 的 生成 元 . 

G@=>wid Fkerg, = Imf. WE 

0=g.f. = Hom,(G.g)Hom,(G.f) = Hom,(G, gf). 
HG) gf = 0. BR Imf C Kerg. 

任 取 z E€ Kerg, AG 是 生成 元 , 故 由 上 面 证 明 得 Kerg = 
ore ylmh, H = Hom,(G,Kerg). fiile = > AC) HBA CH, 
y E G,y i. (A Kerg Z A.M A; © Hom, (G,A), H gh; =g. (h) = 0. 
Am h: € Kerg, = Imf.. FEFE @ € Hom, (G,A), fH S. (8) = 
hi DREP f9 = hi PTW £ = > IROD € Imf. 


综合 以 上 讨论 ,得 Imy = Kerg. 
(vi 一 (v) 若 有 4- 模 的 序 列 4- 工 -B o0, 且 序 列 Hom,(G,A) 


-L Homa(G,B) 一 >Homa(G,0) 正 合 , 则 由 (vi) 知 4 一 ”8 一 >0 也 
正 合 . 故 f:4 一 > B 是 满 同 态 . 
(=) ”对 任意 左 4- 模 4, 必 有 正 合 列 
0 一 -~Tri(G) 一 -4 全 4/TrCG) — 0, 
这 里 i 是 包含 映射 ,na 是 自然 同 态 . 于 是 得 正 合 列 


0 


Homas(C ,TITrsCC)) 


(na) a 
Hom,(G,A/Tr(G)). 


任 取 AE Hom, (G,A), N n4). BCG) = nap (G) = 0. Kerna), 
= Hom, (G,A). h F Imi, = Ker(n;), ,因此 ,Imi. = Hom, (G,A). $k 
i, 是 满 同 态 . 由 (v) 知 7 也 是 满 同 态 ,于 是 得 Trs(G) = 4. 故 CG 生成 模 
4. 由 上 面 证 明知 ,G EZ 的 生成 元 ， 

对 偶 地 有 : 

定理 1.1.7 设 4 是 环 ,C 是 左 4- 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

GO C 是 范畴 eh 的 余生 成 元 ; 

GD 对 任意 左 A- 模 4, 必 有 fienkerh = 0,H = Hom,(A,C); 

GD CRER Ci 中 每 个 模 ; 

Gv) MERA A- ASS A Hom, O 是 满 同 态 , 则 了 是 单 同 态 ; 

(v) 对 任意 左 A- 模 序 31 A’ A an, EIF Y 


Hom, (G, A) 


Hom,(A",C) =. Hom,(A,C) EAN Hom,(A‘,C) 
合 , 则 原 序列 也 正 合 ,这 里 f* = Homa(f,C). 
由 定理 1.1.6 知 ,任意 非 零 自 由 左 A 模 是 Oh 的 投射 生成 元 . S 
A, 代表 SS 内 单纯 模 的 不 可 缩短 的 代表 集 . 亦 即 每 个 单纯 左 A- 模 与 
H, 中 某 个 单 模 同 构 , 且 H, PRAT ES BY C = Oren ET) 
是 Ei 的 余生 成 元 . 
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eee ne eee 


1.2 PER 


平坦 模 是 由 函 子 © 的 正 合 性 所 决定 的 模 类 , 它 比 投射 模 广泛 . 

定义 ” 设 A 是 环 ,U BEAR ABFUS,—- BEAK. MERU 
为 平坦 模 . 

定理 1.2.1 设 和 4 是 环 ,U BA A 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

O U 是 平坦 模 ，; 

Gi) $ U* = Homz(U,C), 这 里 Z 是 整数 环 ,C 是 范畴 6, 的 内 射 
余生 成 元 , 则 U" EEA- 内 射 模 ; 

Gil) 对 环 4 的 每 个 左 理想 了 , 令 yw:U C6941 一 UT, 使 得 p(w Oa) = 
ua, u E Ua € 1,0) u 是 单 同 态 ; 

Gv) EDTA = 0r €U,A, € A, 则 存在 y; EU 和 jp © AG 
= 1,2m; j 二 1 ,2…,n), 使 得 
Mis = O(V i) 和 >)” yy 一 ZiCV j); 

(v) 对 环 4 的 每 个 左 理想 了, 医 有 ToU ,A/1) = 0. 

证 明 SGD 设 1 是 环 4 的 任意 左 理想 , 若 U 是 平坦 模 , 则 有 
正 合 列 0 >U QAI —>U OA. AC EZ- 内 射 模 , 故 得 下 面 交 换 图 

Homz(U Q4,C) — Hom: (U &,1,C) —~ 0 


| |. 


Hom,(A,Hom;(U,.C)) —— Hom,(J,Hom,(U.C)) > 0 
EFFES p 和 9 是 同 构 . 于 是 对 任意 fC Hom,d,U') BRE 
g € Hom,(A,U* ), 8 S = gh, 这 里 h:1 一 -> A 是 包含 映射 . 由 Baer 
MENU AU" 是 内 射 模 . 

GiGi) AU 是 内 射 模 , 故 由 正 合 列 0 一 = 了 一 > 4 得 正 
合 列 Hom,(A,U*) 一 -> Hom4(1,U') 一 > 0. 于 是 又 得 正 合 列 
Homz(U @,A,C) — Hom: (U &,/,C) — 0. 


因 C 是 余生 成 元 , 故 由 定理 1.1.7 知 序列 0 一 >U@ 下/ 


UQ, 
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UQ i 
一 一 一 


0 U@al UBAA 


fey 


Ul —————~ U 


Es. 考虑 上 面 交 换 图 (1), 因 py 是 同 构 ,UV © Mig 是 单 同 态 , 故 是 
单 同 态 . 

GDS) ” 因 jpg 是 单 同 态 , 故 由 交换 图 (1) 知 Ui 也 是 单 同 态 . 
所 以 U” = Homz(U,C) BE A- 内 射 模 ,C BO, 的 内 射 余 生成 元 . Æ 
0— A 一 B 是 任意 左 A- EEGI, ACET: 的 内 射 余生 成 元 ,仿照 
Gi)>Gii) 的 证 明 , 可 得 0 一 UA 一 U QB EA. KU 是 平坦 模 . 

OSG) AU PMR. AD A, = 02, CUA EA, 考虑 
正 合 列 0—>K—“+r +1 +0, XB F BE g. AHAA H, le, 


es，… ,es) RE MRT = SA, fle) = AY j AU 是 平坦 模 , 故 有 
正 合 列 


U ÍK U 
0—+U QK TLS u Qr ELU @y—-o. 


由 上 面 证 明知 U @al SUIR u Qa) = uau EU fla E 1. 
于 是 由 2)'_xj = 0 得 

o= > 7 @a4= 2 x,® fle;). 
因此 ti Oe E Ker(U ® f) = ImU Qik). RYE yoyo 
Ym E U BR Rest ,kn © 民 , 使 得 

Yt Oe = Ok. 

Al k; EF,k,= Hiei BB Mi; © AG 一 1 ,2 …… m; j 一 1,2，… yn) 
故 i 


Mids = Duse) = fÍ * Huts) = F(R) =0.Vi, 


并 有 DT Oe) = Dy Ok = Vn @l LI me) 
= >l I) @ es. 

z= DY iin j. 

反 过 来 , 设 7 是 环 4 的 任意 左 理想 ,考虑 同 态 :C CO 一 UT, 这 里 
Li(u ®a) = uayu EU,a € 1. # D wa; =0,u4,€U Ma Elh 
(iv) 知 存在 yy € U 和 ji; © AG = 1,250 sm; j 二 1，2,…,n), 使 得 

Di a = 0Y DDN” yp = uj 
2 uj CO aj = 2 | dit) @ a; 
一 Dad 四 | 7 F445] = 0. 
因此 pr 是 单 同 态 . 由 上 面 证 明知 U 是 平坦 模 . 

@Mev) GU BFW, MER Tor ,A/T) = 0. 反 过 来 , 考 

BEAJI 0 一 7 一 4 一 4 一 0. 由 (Cv) BEAR 
0-+U QI +U Q,A+U @,A/I > 0. 
应 用 上 面 的 证 明知 U 是 平坦 模 . 


推论 1.2.2 设 A 是 环 ,0 一 ~K>B- U0 是 右 A- 模 
的 正 合 列 , 其 中 8B 是 平坦 模 , 则 UU 是 平坦 模 当 且 仅 当 对 环 4 的 每 个 左 理 
想 1, 均 有 KI 二 KN BI. 

证 明 考虑 交换 图 


i @l OI 


K ®,1 ——> BOQI ——+U QI > 0 
s| | \ ai 
Inc 
K N BI BI ur 


AB 是 平坦 模 , 故 由 定理 1.2.1,p 是 同 构 . 又 因 一 @ 是 右 正 合 的 , 故 

上 图 第 一 行 正 合 ,x(k 64a) = ka,Y kE 太 ,a ET 由 定理 1,2,1,U0 是 

平坦 模 Or 是 单 同 态 . 但 上 是 单 同 态 Or 是 满 同 态 ,而 Imy = KIC 
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K N B7, 于 是 得 知 4 是 满 同 态 当 且 仅 当 K7 = K N BI. 

设 了 是 环 4 的 任意 左 理想 , 则 了 = limli, 是 a1 的 f.g. 子 模 . 由 于 
U Q- 保持 lim, 因 此 ,定理 1.2.1 中 的 陈述 Gi)、(v) 和 推论 1.2.2.8 
求 了 是 环 A 的 任意 f.g. 左 理想 ,结论 仍然 成 立 . 

OU, 是 平坦 模 当 且 仅 当 每 个 U。 是 平坦 模 . 

投射 模 是 平坦 模 ,但 平坦 模 不 一 定 是 投射 模 . 

定义 ” 设 A 是 环 ,4 是 左 人- 模 , 若 存在 一 个 正 合 列 Fi 一 Fo 一 4 
>O HF Fi dtfige 自由 4- 模 , 则 称 4 为 有 限 表现 (也 称 为 有 限 相 
关 ) 的 模 . 

UE RNE f p 表示 有 限 表现 . 

命题 1.2.3 设 A 是 环 ,C 是 f.p. 左 4- 模 . 若 序列 0 一 一 4 


Í B C—o0o ES, HBE Fe F C0 
f.g. 的 , 则 4 是 f.g. 的 . , 
证 明 考虑 右边 的 交换 图 ,其 B a fe 


中 行 均 正 合 ,Fi,f, 是 f.g. 自由 模 . 
易 知 是 满 同 态 , 故 4 ag. 0 A+ B =c — o 

由 命题 1. 2.3 知 , 模 4 是 f.p. 当 且 仅 当 存在 正 合 列 0 一 天 一 下 一 
4 一 0, 下 是 自由 的 , 且 尺 和 天 和 缘 为 fg.. 

命题 1.2. 4 (i) 每 个 f.g. 投射 模 是 {.p. ; 

Gi) 每 个 f.p. 的 平坦 模 是 投射 模 . 

证 明 WAP Bi. g. 投射 左 全 模 , 则 由 推论 1.1.2 得 A” = P 
图 已 .于 是 有 正 合 列 0 一 P ~ AP +P +0. RA” BAMA” 
和 为 fg., 故 已 是 f.p. 的 . 

g 


Gi) RB Æi p 平坦 右 A- 模 ,于 是 得 正 合 列 0 一 > K -所 一 > 

B 一 一 0, 其 中 下 是 1.g， GHB (rrr) BEN THK 是 

fg., (vis01,"…v,) 是 它 的 生成 集 . 不 失 一 般 性 ,假设 g 是 包含 映射 . 首 

He. RINER: HE ays uy eer ee, € K, WHE A- Ro: FK fii o(u,) = 

uisi = 1,2, ,5. HAE, s=1,44u, = 2 zw, 用 Iu) 表示 

H(A Aree A,) 所 生成 的 左 理想 . 因 B 是 平坦 模 , 由 推论 1. 2. 2, 得 
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u © KI), Bu = >) hak € Kya = 2) Yyy © ANG. F 
是 得 
wy = Dak SA) = SL, ao) = SO BUA 

HR, = J) kY E Kj SURE 0): F > K, oC) = k, Yj 
o A-AA, Bow d=. 4s> l AREEN , OBB A- [A 
B o F > K, {E ou) =u. Ful, = u — ou), AAR EWB, A 
A- EA F K, lu) =u, .最 后 ,对 任意 x EF, 定 义 o(7X) = 
o (TT) 十 o' (Xx 一 0,(X)). 易 知 o 是 到 天 的 A- 同 态 , Bolu) =u, 
Vi. 

ERK AAR MSR (vvt vn) ME EAER, A A- 同 态 oe F 
> K, ff olv) = v,i = 1,2,1, m. W g) = v i oglu) = v. AE 


E 


og = la PEESI 0 — K “> F > B—>0 分裂 正 合 ,B 是 投射 模 . 

平坦 模 和 纯 子 模 之 间 有 着 深刻 联系 . 

定义 ” 设 0 一 4A 一 A 一 A”" 一 0 是 左 仙 模 正 合 列 ,车 对 任意 右 人 A 
模 8, 序列 0 一 B44’ 一 BOLA 一 B6044” 一 0 正 合 , 则 称 此 序列 为 
纯正 合 的 . 

由 于 每 个 模 B 一 limB。, 其 中 B. 是 8B 的 {.g. 子 模 ,而 B. = limb’, 
B's Æ BKE p 子 模 , 且 一 多 4 保持 lim, 因 此 , 正 合 列 0 一 4 一 4 一 
4A” 一 0 是 纯 的 当 且 和 仅 当 对 任意 f.p. AA HBL BOLA > BOLA 
一 B44” 一 0 正 合 . 

设 4' 是 左 4- 模 4 的 子 模 , 若 正 合 列 0 一 4 一 4 一 4/4' -0 是 
纯 的 , 则 称 A 为 4 的 纯 子 模 . 

命题 1.2.5 WU 是 左 A- 模 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) U 是 平坦 模 ; 

Gi) 任何 短 正 合 列 0 一 4 一 4 一 已 一 0 是 纯 的 ; 

Gil) 存在 一 个 纯正 合 列 0 一 4' 一 A 一 U 一 0, 其 中 A 是 平坦 模 . 

证 明 OSGD BEH A- 模 , 于 是 得 正 合 列 0 一 到 一 下 一 
下 -~0, 其 中 下 是 自由 模 . 因而 ,又 得 下 面 的 交换 图 (2) ,其 中 行 和 列 缘 正 
A. AU 是 平坦 模 , 故 a 是 单 同 态 .我们 要 证 8 是 单 同 态 .车 xz E Kerf, 
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MUFE y CF QA’, WE gO) = ruly) E F QA. A Gey) = 
By(y) =0, ARTE z © K Q,A, {E O(2) = ely) H(z) € KOU. A 
an (z) 一 gz) = puly) = 0, 且 4 是 单 同 态 , 故 得 7(z) = 0. 因而 , 必 在 


KA + K @,A—> K QU — 0 


o ô a 

| Y Y 
0> F QA FOA F OQU — 0 (2) 

6 
| 
BOQA —+BQA—+BOQU—0 
+ y 
0 0 0 


v EKOiA', 使 p(v) = z. i olv) = 6p(v) = lz) = ely). Ae 
是 单 同 态 ,所 以 ol(v) = y. FRB r= y(y) = golv) = 0. KR PEMA 


AR 


GD 二 G1) ” 取 正 合 列 0 一 KK 一 Ff 一 U 一 0, 其 中 下 是 自由 模 .由 
Gi) 知 此 序列 是 纯正 合 的 ,fF 是 自由 模 ,因而 是 平坦 模 . 

(ii) 过 (1) 设 0 一 4 一 4 一 局 一 0 是 一 个 纯正 合 列 ,4 是 平坦 模 . 
考虑 任意 右 全 模 的 正 合 列 0 一 天 一 下 一 有 一 0, 得 交换 图 (2), 其 中 中 
闻 一 列 代替 中 间 一 行 是 正 合 的 ,8 是 单 同 态 .我 们 要 证 “是 单 同 态 .类 似 
于 (iD 之 (ii) 的 方法 , 便 推 得 a EAAS. 故 U 是 平坦 模 . 

由 命题 1. 2. 5 知 ,4 的 子 模 A’ 是 纯 子 模 SAA 是 平坦 模 . 

定理 1.2.6 设 4 是 环 ,4' 是 右 4- 模 4 的 子 模 , 则 下 列 陈 述 是 等 
价 的 : 

G) A BA ATR 

Gi) IHES ip. A A- KB, FPR 

0 — Hom,(B,A’) — Hom,(B,A) > Hom,(B,A/A’) > 0 
Ee; 

Gi) 对 任意 多 E€ ATG = 1.2.02) À; E AG = 1,2,…,m), 若 
y= rA 其 中 xz € A,YVi,j, WEET EA, E 
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pennen aean. mpana sain maaa mermere 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 


y= Sean a | 
Civ) 对 任意 下 面 的 交换 图 , 必 存 在 A- 同 态 Fo > A ,使 得 该 图 交 
换 , 其 中 已 ,Fo ig. AY A ea he 是 包含 映射 . 


a 


hh Fo 


/ 


0 一 -一 4 一 一 4 
证 明 OSGD AA 是 4 的 纯 子 模 , 则 序列 0 一 4 一 4 一 
4/4' 一 0 是 纯正 合 的 . 因而 ， 
0 — Homz(A/A’',Q/Z)— Hom;(A,Q/Z) 一 Homz(4 ,Q/Z) 一 0 
(3) 
也 是 纯正 合 的 , 其 中 Q 是 有 理 数 加 法 群 ,Z 是 整数 环 . 记 A = 
Homz(4,Q/Z) ,其 中 4 是 任意 右 人 模 . IHES fp. GARB. DA ZX 
换 图 
0 —> B @,(A/A')* — BOA’ —> B OQ A) * — 0 
(4) 
0 一 > Hom,(B,A/A')* —»Hom,(B,A)* —> Hom,(B,A')" —— 0 
其 中 垂直 映射 缘 为 同 构 . 由 于 上 一 行 是 正 合 的 ,因此 下 一 行 也 正 合 . 于 
是 序列 0 一 Hom,(B,A) > Hom,(B8,A’') > Hom,(8,A/A') 一 0 正 


A 
ae 


反 过 来 , 若 对 任意 f.p. A A- HB, RS 0 一 Hom,(B,A’) > 
Hom,(B,A) ~ Hom,(B,A/A') 一 0 正 合 , 则 得 交换 图 (4). 由 于 下 一 
TES, 因此 上 一 行 也 正 合 . 所 以 ,序列 0 一 Homz(A/A',Q/Z) 一 
Homz(A,Q/Z) > Hom;(A4' ,Q/Z) > 0 是 纯正 合 的 . 故 原 序 列 0 一 A 
> A> A/A > 0 也 是 纯正 合 的 . 

Medi) Adi) 成 立 , 设 B 是 f.p. 左 4- 模 ,要 证 4 B 一 


a B 
AQE 是 AAA. 因 B 是 f.p. 的 ,于 是 得 正 合 列 A” — A” —— B 
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一 ~ 0, 这 里 a:(4) > CD)" Aja) ,从 而 又 有 交换 图 


a A' 9 
A’ OLA 一 一 一 一 ~ Ae -一 一 > A! Oa A -> A'@! Al QB — 0 
roam] ioa] lion (5) 
A@A™ 22% a Qar 29% 4 @,B— 0 


HPT HIER 是 包含 映射 ,i OQA” Mi © AY 是 单 同 态 . 由 交换 图 
(5) Fl sz gs 是 单 同 态 当 且 仅 当 
Ima Qa N ImG © A”) = ImG QAYA Wa). (6) 
E Crs Lost s Lm) E A™ = A &,A”, 它 在 映射 A 的 a FIR u 一 
> ® C) EA GLA ,并 有 上 且 (yi ,V2 HE A = A’ aA” 
EDA OA” 下 的 象 也 是 u M y= D AG = 1,2,…,n). 由 
Gii) 知 , 必 存在 元 素 x a ttl E 4 ,使 一 DY J. 于 
是 4 也 是 元 素 (x! pet! 2 attest, ) EA = A! Qa Aw 在 映射 
CQA @ a) 下 的 象 . 故 IMA © @) N Imi © A”) € Im & 
A») (A' a). HARA Im(A Wa) TJ ImG® A”) Dilmi @ A”) (A! 
的 oa). 因 此 (6) 式 成 立 . 所 以 i CB 是 单 同 态 ,A' 是 4 MATE. 
反 过 来 , 应 用 加, 规定 映射 aA 一 A”, 使 得 ela) = 
(or, fal a) EA” Ma EA A- fA. SB =A” /Ima, FRB 


TERS 4” 一 ~4” 一 已 一 0. 因 而 又 得 交换 图 (5). 由 于 4 是 4 的 纯 
子 模 ,i @) B 是 单 同 态 , 因此 (6) 式 成 立 . 由 上 面 讨论 知 , 若 y= 
Stays RP a © Aj = Loon 则 存在 元 素 ors 

,使 得 yj 一 DY ,Wj 

Gidedv) AG 成 立 ,并 有 下 面 交 换 图 (7) ,其 中 MF, 是 
Lg WABE AH, lerese) 和 fei ve es ) 分 别 是 它们 的 
E. $ ale) = D E Ahy E Aj = 12sen, y; = Ke), r; = 
Pe'i Vij 由 交换 图 (7) ,得 

y= 2 rh. 
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一 一 一 


由 (i) 知 , 必 存在 元 素 x'E€ A’ oy, = F, 


,Fo 
Se Ay je 规定 8:F。 一 A’, 使 a” ly 
9 7 7) 
Ble') = iv 六 则 8 是 人 同 态 ,并 且 J ( 
z ; a 
使 图 (7) 是 交换 的 . 0 了 


MIRK. E y = >) rA Jp T; 
E A, à E A,y € Aj = 1,2,…,n, 考虑 下 图 (8), Epele) = 
Die: Ays desers se) FLE ez, AA 
,en > SRE AO A A” 的 基 ， 
gle) = We; ) 二 xi,V i1,j. 易 知 
此 图 是 交换 的 ,并 由 (iv) 知 存在 A- o ye 
同 态 4” 一 4', 使 得 图 (8) 交换 . 故 
ATR x, E A’ fy, = > AWG. 

推论 1.2.7 设 0 一 K 一 Ff 一 U 一 0 是 右 A- 模 的 正 合 列 ,其 中 U 
是 平坦 模 ,F 是 自由 模 , 则 对 居中 任意 有 限 个 元 素 wi use stn, VEFE 
一 个 A- [ALA OF > KEE pu) 二 ,j= 二 152,050. 

证 明 ”首先 ,有 

uj 一 DIL hj = 1,2," 5m, (9) 
这 里 zi,x2…,x 是 自由 模 下 的 基 的 一 部 分 元 素 . A U 是 平坦 模 , 故 由 
命题 1. 2. 5 知 , 正 合 列 0 一 天 一 下 一 已 一 0 是 纯 的 . 又 由 定理 1. 2. 6， 
存在 元 素 zz 和 …zw E 天 ,使 得 (9) 式 成 立 . 规定 pF 一 K, Ei 
Kr) = Xz, 则 8 是 一 个 A- 同 态 , 并 且 有 
plu;) = y| As] = es Ai; = uj. 

定义 ” 设 A 是 环 ,4 是 右 A- 模 .车 对 任意 右 人 A 模 B, 且 A 是 B 的 
FRA 必 为 B 的 纯 子 模 , 则 称 A 是 绝对 纯 模 . 

命题 1.2.8 ”内 射 模 的 纯 子 模 必 是 绝对 纯 的 . 

证 明 ” 设 E 是 右 人 内 射 模 ,4 是 它 的 纯 子 模 . 令 B 是 任意 右 4- 
R, 且 4 是 它 的 子 模 ,考虑 下 图 (10), 其 中 i 是 包含 映射 . AE 是 内 射 
模 , 故 存在 A- 同 态 f:B 一 ,使 图 (10) 交换 . 车 对 任意 Yis V2 Yn E 
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AWE yj) = 2 FAs f= 1s Bey KE Q——+ 4~1-+B 

Hort tn, E BA, CAV i1,7, 则 由 / 

交换 图 (10) ,得 "| 7 
y= D SDA f(a) E E. Vs 

因 4 是 的 纯 子 模 , 故 由 定理 1.2.6 知 ， 

存在 mi otter, € A, 使 得 y) = >)”,z ,为 .所 以 A 是 BB 的 纯 子 

模 . 


1.3 凝聚 环 


BER HAE tt Noether 环 更 广泛 的 一 类 环 . 1960 年 ,Chase 首先 在 文 
献 [18] 中 研究 了 凝聚 环 , 直到 1964 Æ Bourbaki 才 正 式 提出 了 凝聚 环 
的 概念 , 本 节 主 要 介绍 Chase 定理 . 
定义 ” 设 4 是 左 A- 模 ,车 
F,— F, > >F,>A>0 (1) 
是 左 4- 模 的 正 合 列 , 每 个 Ff; 是 f.g. 自由 模 , 则 称 正 合 列 (1) 为 模 4 的 
有 限 n- 表示 . 设 4 是 fg. 左 4- 模 , 记 4(4)= sup(n |A RAAR n- R 
AR}. A ARB A RA RY ULE ACAD =— 1. 
显然 , 模 4 是 有 限 生 成 的 SA(A) > 0, 而 4 是 有 限 表现 的 O 
A) 1. 
定理 1.3.1 设 0 一 4 一 8B 一 C 一 0 是 左 人 模 的 正 合 列 , 则 
G) ACB) > Inf {aC A),a(C)}; 
Gi) ACC) 之 Inf {ACB) ACA) + 1}; 
Gii) ACA) S Inf{aACB),aA(C) — 1}; 
Gv) $#B=AQ@C,M ACB) = Inf{4(4),ACC)}. 
证 明 Gi) HACC) = m, ACA) 二 n, 于 是 得 下 面 的 交换 图 (2) ,其 中 
TIERES AAF M FRE fg 自由 模 . 所 以 
ACB) > Inf {A(A) ,ACC))}. 


18 


一 一 一 


0 0 0 
ý y v 
F, — F, — e —>F, — F, —> Aco 


ý 4 
"FoF > FOF > B— 0 (2) 


FFF, Oi OC 
v y | 
0 0 0 


Gi) Wen = Inf{aCB),ACA) + 1}. 4 n = 0 ACB) Z 0,ACA) + 
1 0. 于 是 8 为 有 限 生成 的 . 从 而 C 也 是 有 限 生 成 的 . 故 4(C) 之 0. 当 
nn 二 一 1 时 ,总 有 4(C) S— 1. 这样 ,对 于 nn 过 0, 必 有 A(C) 宇 n. 若 n 宇 
1R ACA) >n 1 AAC) Sn- 1. 因而 又 得 交换 图 


0 0 0 0 0 
| y Yy y y 
F, —> F, > > FiF, — A c0 
v | Y ý v 

0—— Kerf — FBP © Fao + —* Fi O Fi > Fo © Fec B— 0 
y Y y v Y 
Fi F', ome e > F! —» Flop C > 0 
y y Y y y 
0 0 0 0 0 


EPF ARER AAF AFRE Eg 自由 模 .车 XCC) <n, MAH) 
>n > KC) =n — 1. Alt Kerf 必 是 有 限 生成 的 . 从 而 由 交换 图 必得 
到 模 C 的 一 个 有 限 n- 表示 . 这 就 导出 矛盾 ,所 以 A(C) n. 
Git) 用 类 似 于 (ii) 的 证 明 方法 , 便 知 结论 成 立 . 
Gv) 因 B = 4 也 C, 故 得 两 个 正 合 列 
0 一 4 一 已 一 CC 一 0， (3) 
0+C>+B>A—Oo, (4) 
由 结论 Ci) M Gii) , 18 ACB) 之 Inf{aCA),ACC)} Al ACA) DS Inf {4(B)， 
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ACC) — 1}. Æ ACB) = Inf {aCB),aA(C) — 1}, ACB) < ACC) AACA) 
= ACB). FA ACB) < Inf (ACA) ACC) }, BACB) = Inf (ACA) AC). & 
ACC) — 1 = Inf{ACB),A(C) — 1}, ACB) SAC) — 1 ACA) SACO) 
— 1. 另外 ,由 结论 G1), 又 得 
l A(C) > Inf {ACB),ACA) + 1}, 
ACA) > Inf{a(B),ACC) + 1}. 
EE Ay ACA) Se ACB) RACC) & ACB). ACB) = Inf {A(A) ACC). 
推论 1.3.2 BAREA BB, 和 B, 是 4 的 两 个 f.p. 的 子 模 . 
RB, +B: fp. 的 当 且 仅 当 Bi N B Big. 的 . 
证 明 考虑 正 合 列 l 
0—> B, N B, > B, B, > B, + B, > 0. 
由 定理 1. 3. 10v), BACB, @® B,) = Inf (A(B,) ACB,)} 之 1. 又 由 定理 
1. 3. 1Gi) Fl Gill) ,得 
ACB, + B,) > Inf{aACcB, @ B,),A(B, N B) +1}, 
ACB, N By) > Inf (ACB, @ B,) ACB, + B,) — 1}. 
4B, + B: fi f.p. 的 , 则 14(B +B) > 1. RM ACB, OB,) > 1, 
故 ACB, N B) > 0. A B, A B, APRA RAY. RH. A B N B: Æ 
f.g. AY ACB, A Bo AAG © B,) ZI, ikB +B). 
因此 B, + Bs 是 有 限 表 现 的 . 
定义 ” 设 4 是 左 4- 模 , 若 4 是 1g. 的 , 且 4 的 每 个 fg. FRE 
{.P. 的 , 则 称 模 4 为 凝聚 模 . 


定理 1.3.3 BO A> BC 0 BEA MNES SI. 

Gi) 若 B 是 凝聚 模 ,4 是 f.g. 的 , 则 C 是 凝聚 模 ; 

Gi) # A 和 C 是 凝聚 模 , 则 B 是 凝聚 模 ， 

Gii) Æ BAC 是 凝聚 模 , 则 4 是 凝聚 模 . 

证 明 (i) 因 B 是 f.g. 的 ,5 是 满 同 态 , 故 C 是 {.g. 的 .其 次 , 若 Ci 
ECA Lg. 子 模 , 则 有 交换 图 
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av OS ee 一 一 


ACEC, AC gC) RA=HREAN. FWA-T+EAWEH A 
为 f.p. 导出 的 ,右边 一 列 是 由 Ci 为 f.g. 导出 的 ,这 一 列 也 正 合 ,其 余 行 
AIRES. Ae C)B, Hg C) Eig 的 ,B 又 是 凝聚 模 , 故 
g “(C1) 是 f.p. 的 ,因此 天 :为 f.g. Wy. PEAK, Wig. 的 .于 是 知 C 为 
f. p 的 . 从 而 C 为 凝聚 模 . 

Gi) 由 定理 1. 3. 1 得 4(B) 之 In{f{4C4),A4(C)} 宇 1. 故 B 是 f.p. 的 . 
EB ABH Lg. 子 模 , 考 虑 交换 图 (5), 其 中 行 和 列 皆 正 合 . 因 gB) 
是 凝聚 模 C 的 f,g. FRM ec BAL p. 的 .于 是 4(g(B1)) 之 1. 又 因 
Bi 是 f.g. B.A eB) Af. p. 的 , 故 由 命题 1.2.3 知 Ker(g|B,) 是 f.g. 


0 — Ker(g|B,) B, —— gB) — 0 (5) 


0——~ A B c 一 ”0 


的 . 而 Ker(g|B,) 是 凝聚 模 4 的 子 模 , 故 Ker(g|B,) 是 f.p. 的 .因此 
Ker(g |B) > 1. HEF 1.3.1.8 
A(B,) = Inf {Acker (g|B,),ACe(B,)} = 1. 
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因此 B 为 f.p. W. tk BARBER. 

Gi) 因 C 是 f.p. 的 , 且 B 是 {.g. 的 , 故 由 命题 1.2.3 知 4 是 f.g. 
的 .因此 4 ERRI BN fg. WTR. BA 是 凝聚 模 . 

由 定理 1. 3. 3 ,我 们 容易 得 到 以 下 推论 . 

推论 1.3.4 设 4 和 B 是 左 人- 凝聚 模 ,pg:4 一 B 是 A- 同 态 , 则 
kery,Im@¢ 和 Coker2 ERR. 

推论 1. 3.5 凝聚 模 的 有 限 直 和 是 凝聚 模 . 

定义 ” 设 4 是 环 , 若 4 本 身 作为 左 A 模 是 凝聚 的 , 则 称 4 为 左 凝 
RH. 

5192 1.3.6 I= (41,4;,…,a,) Æ AMEME, ACLS = 
7 十 4a, 尺 是 自由 左 全 模 ,rizt…zzl 是 它 的 基 , 且 0 一 一 天 一 ~ 下 


一 J 一 >0 正 合 ,这 里 f(x) =a, Vi<n WS (a) =a #F BH 
LiT”? g Tn 生成 的 F 的 子 模 , 则 存在 A- DES g:K — d:a), 1E1414 


0 K N F —— K -5 (1.a) 一 >0 正 合 ,其 中 (1:a) = {AE Alaa 
EI}. 

证 明 Ou CK Mju =A tee H hra +H Anta Alt fc) 
= àa, ter + Aa, + AiG = 0. FHA, E dia). ME grass, 
易 知 g 是 由 天 到 (7:a) WA 4- 同 态 .其 次 , 若 4E da), Mra = Aa, 
+ Asay F e F Anan Su =— (Ax, + + Anan) + Axo SM fC) = 
— ìa + àa = 0. Av E K Be 一 1 故 8 是 满 同 态 .再 者 , 易 知 
Kerg = K [) F'. 

定理 1.3.7(Chase) 设 4 是 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 左 凝 聚 环 ; 

Gi) 每 个 f.p. £A 模 是 凝聚 模 ; 

Gi) 每 个 自由 左 A- 模 的 任意 f.g. 子 模 是 f.p. 的 ; 

Gv) PHA 模 的 任意 直 积 是 平坦 的 ; 

(v) Al 是 平坦 模 ,T 是 任意 集合 ; 

(vi) 对 环 4 的 任意 {f.g. AMEI d.a) 是 {.g. 的 ,VY a € A; 

(vii) 对 任意 a € A, O:a) Èf g. 左 理想 ,并 且 4A 中 任意 两 个 {. g. 
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左 理想 的 交 是 fog. W. 

证 明 OSGD 设 4 是 f.p. 左 A- 模 ,于 是 得 正 合 列 F F, 
一 > A— 0, HF FoF Æ fg 自由 模 . 因 4 是 凝聚 环 , 故 由 推论 
1. 3.5 知 ,F, Al Fo ERRE. 又 因 A = Cokera = F,/Ime, F, 是 凝聚 模 
Hime fe fg. 的 , 故 由 定理 1. 3.3 知 4 是 凝聚 模 . 

(ii) 一 (ii) 设 4 是 自由 左 全 模 下 的 fg. 子 模 ,显然 , 必 存 在 的 
— ig. T Fo Fo RAR EAC. AF, ef p. 的 , 故 由 (iib) 
知 为 凝聚 模 .所 以 它 的 {.g. 子 模 4 是 七 p. W. 

G>) 这 是 显然 成 立 的 . 

(DD) 二 Gv) 首先 ,证 明 右 4- 模 (4 ) 是 平坦 模 , 这 里 S 和 了 是 任 
BSE. Br, © CAN)? AA, © 4, 使 得 > yA) 一 0. 考虑 人 4- 满 同 态 
fF X, AL XEF EU eene, HEHE ASe) = 
AoW j & K = Kerf, H $} A ÆI AW fg 左 理想 ,由 (i) 知 
2 AA 是 f.p. 的 . 故 天 是 f.g. 的 .于 是 得 K = > Ak ke EKT 
F. BR, € F WEE m © 4, 使 得 各 一 > ej, HO = fa) = 
Madi Si Sm. 

其 次 , 因 z € AP) IHES a E T,B EC S, 必 有 [x;Ca)](p) 
E 4 由 2) 2A = 0,5)" CCOA, = 0. 

Da @ Be, € K = J)” Ak. 
2 Le @I1 Bre, = > ”an 
这 里 ding E A. 规定 y E (AY), EAE 
Lyi oj) = dina V ETB ES ASigm. 
SY Le @1 Be, = SN" aki = D Ly OB, 
= DL OIC) ase) 
= > > Lo OB) es 
g= 2 ity WS 
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由 定理 1.2.1 CASO? 是 平坦 模 . 
现在 , 若 {U.la CT} 是 平坦 右 4- 模 族 , 则 得 正 合 列 0 一 ~ 天 ,一 一 


F. 全-U。 一 ~0, 这 里 下。 是 自由 模 . 因此 ， 又 得 正 合 列 


o— [a K m [| eE > -5 [eU ©. 

由 上 面 证 明知 , [| eF 是 平坦 模 . 设 了 是 环 4 的 任意 左 理想 , 则 由 推 
$ 1.2.2 WKI =K, Q Fdl,y o 于 是 得 

(UaK) = Jle ED = JIK N FD) 

= ( were} N ( ver el | 
一 | TK,) N | ieee 

再 由 推论 1. 2.2 知 , [| .U. 是 平坦 模 . 

Gv)>(v) 这 是 显然 成 立 的 . 

=>) wl = (A, Age ttt An) EM AR fg. 左 理想 ,于 是 得 正 

f 
合 列 0 >K >F >I >0, 这 里 下 是 以 eee ASEM BH 
模 , fle) =A Si Kn, K = Kerf. WHERE K,AK CFR = 
ki(k)e + ks(R)es tor + k, (Ae, kk) CAN j. FRB 
FOR) = Ry CR)A, + RCk)A, toe t kA, = 0. 
今 U = AŽ, Hv) 知 U 是 平坦 模 . 因此 , 必 有 Lys Tg T, E ,使 得 
DA, + Fed, foe tz, = 0, KBr) = 2). 1 Si Sn. 又 由 定 
理 1.2.1 可 知 ,存在 Yis V2 Ym 和 U Al 4; € AG = 1，2，……,7237 =], 
2,… an) ,使 得 
May = 0, D Ik = zV Ts}. 
Fk = D mie lL Si Sm. ASR) = As = 0,4 €K. 
现在 ,证 明 LR, Rn) 是 天 的 一 个 生成 集 . ER k E K, il 
k= >) Aes >)" xk)e= A COM vie o e, 

= Da a yD Hie; = Ris 

BM Ri as) 是 天 的 一 个 生成 集 . 因 此 天 是 fg. W. 从 而 知 了 是 
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f.p. 的 . 故 4 是 凝聚 环 . 
(1)=> (vi) 设 了 一 Caj sao 9° Gu) EIP ARF. g. 左 理想 ,a € A. ti 


照 引 理 1. 9. 6 证 明 方法 ,必得 正 合 列 O-——> K —> F > J —> 0,3 
J 二 IT 十 Aa.F BB BEB BE MESO) Sayin 
和 f(z.) =a. AA RRR BK Æg 的 .又 由 引 理 1.3.6, 得 正 
合 列 0 一 天 N F 一 天 一 (Ud:a)>0, 3 F' 是 由 Lys," y Ln ÆR 
F 的 子 模 . 因 K OF MAKERE Eg 的 , 故 (1:a) 是 .8g. 的 . 

(Vi) 过 G) I= (a1,4a;,…,a,) BR AW fg. 左 理想 ,对 n 作 数 
学 归纳 法 证 明了 是 f.p. 的 . 

A n = 1 时 ,必得 正 合 列 0 一 一 (0:a,) —> A—> Aa, 一 ~0,7 = 
Aa HOi) AWO) 是 f.g. 的 , 故 了 是 1p. Hh. 4n>1 SRE 


j 0 — K —F PS Carasa, 1) + Aa, >0, 这 里 下 是 f.g. 自 
HIR, TTo oT, BEM, fe) Sani Sicsn. Sl = ț aat, 
ani) F! = Ar, + Ax, 十 … 十 4zr K' = K N F’. 95/32 1. 3. 6,4 
ESFI 0 > K' >K > I .a,) > 0. NFI 0 — K' 一 下 一 了 一 0 正 
合 , 且 由 归纳 法 假设 知 也 是 所 p. 的 , 故 天 ' 是 f.g. 的 . 这 样 ,天 和 
人 :av) 都 是 有 限 生 成 的 ,并 由 定理 1.3.1 知 ,K 是 {.g. 的 .因此 了 是 
f.p. 的 .所 以 4 是 凝聚 环 . 

>ii) # a€ A, MEEF 0 一 (0:a) 一 A 一 ha 一 0. 因 
ASME Aa 是 f.p. 的 , 故 (0:a) Æ fg 的 . 

REK IAJ 是 A 的 任意 两 个 {.g. 左 理想 , 因 了 十 了 是 环 4 的 
fg. 左 理想 ,A 是 凝聚 环 , 故 了 十 是 f.p. WH. RATA Beep. 的 ,由 
推论 1.3.2 MIN J Bf g 的 . 

WDC) BI= (asaza) BM AM fg. 左 理想 ,对 2” 作 
数学 妇 纳 法 证 明了 是 f.p. 的 . 

A n = 1 时 ,必得 正 合 列 0 一 (0:a) > A —> Aa, > 0,1 = Aa. M 
(vii) 知 (0:a) 是 f.g. WT EE p. 的 . n> 1t, S I = Aa + Aa, 
++ + Aa, = ha,, 由 上 面 证 明知 12 是 f.p. 的 .并 由 归纳 法 假设 
All, Æ fp. 的 .又 因 五 门 五 都 是 fg. HEI 1.3.2 MH, + 
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T, Æi p. 的 . A 是 凝聚 环 . 


1.4 FERR BEM Von Neumann 正则 环 


FRE REER, C E h Chase 首先 证 明 的 .遗传 环 
和 Von Neumann 正则 环 是 半 遗 传 环 . 

EN BRAR EARTE g 左 理想 都 是 投射 模 , 则 称 4 为 
左 半 遗传 环 . 

类 似 地 可 以 定义 右 半 遗 传 环 , 左 半 遗 传 环 不 一 定 是 右 半 遗 传 环 . 

定理 1.4.1 设 A 是 左 半 遗传 环 ,F 是 自由 左 全 模 , 则 FF 的 任意 
Lg. 子 模 都 是 有 限 个 子 模 的 直 和 ,这 些 子 模 都 与 A 的 f.g. 左 理想 同 
构 . 因而 , 左 半 遗传 环 上 投射 模 的 任意 有 限 生 成 的 子 模 是 投射 模 . 

WA 设 {zli? EI) EFE, P EFB ig 子 模 , {pi,p;,,…， 
Pn) 是 P 的 生成 集 . 由 于 每 个 p EARD c 的 线性 组 合 ,因此 ,可 以 假 
设 下 的 基 为 ozn 对 半 作 数学 归纳 法 ， 

“n= 1 AP = Ax. Bp, = arna E Ai = 1,2. 5m. AI 表 
示 由 aranan 生成 的 4 的 左 理想 . MEIER DY" Ae © P. S 
SI aa Di Ae PE. 

4 n>1t. Aq F' 表示 以 zzz，…z n AEKA HRR, P =P N 
.由 归纳 法 假设 知 ,P' 同 构 二 A 的 有 限 个 f.g. 左 理 想 的 直 和 . 对 任 取 
PpPEP, 则 p= p+ Ax, ZE p EP AE A EIH, S p= pi + Ax,, 
FAT 表示 由 加 ,生成 的 4 的 左 理想 . 因 4 是 左 半 遗传 环 , 故 7 是 
RAG. SO rP > J AG p + àr, > 4, 则 x 是 A- 满 同 态 且 Kerr = P’. 
考虑 正 合 列 

0> P>+P->J—>0, 
AJ 是 投射 模 , 故 P 衬 P' 旬 7, 即 P 是 4 的 有 限 个 f.g. 左 理想 的 直 和 . 

RUS WP BRR P His SR. 由 于 已 是 某 个 自由 模 的 子 模 ， 
因此 Pi 是 某 个 自由 模 的 f.g. 子 模 . 由 上 面 证 明知 ,已 , 是 投射 模 . 

定理 1.4.2 设 4 是 环 , 则 4 是 左 半 扯 传 的 当 且 仅 当 任意 投射 左 
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A- RH fege 子 模 是 投射 模 . 

证 明 若 4 是 左 半 遗 传 环 ,由 定理 1.4.1 知 ,任意 投射 左 A- 模 的 
fig. 子 模 是 投射 模 . 

反 过 来 , 因 s。A4 是 投射 模 , 故 它 的 f.g. 左 理想 是 投射 模 . 所 以 4 是 左 
半 遗 传 环 . 

定义 ” 设 A 是 整 环 ( 有 单位 元 ,无 零 因 子 的 交换 环 ) ,车 A 是 半 遗 
传 环 , 则 称 A 为 Prüfer 环 ， 

Prüfer 环 与 模 的 挠 性 质 有 关 ， 

设 4 是 整 环 ,4 是 一 个 全 模 , 令 :4 二 (aC A| 有 0 关 4€ A, fi da 
= 0). 因 4A 是 整 环 , 故 iA4 是 4 的 一 个 子 模 ,把 上 4 叫做 模 4 的 挠 子 模 . 
BtA=A,WKA WH. 若 14 = 0, 则 把 4 叫做 无 挠 模 . 

定义 ” 设 A4 是 环 ,4 是 左 A- 模 ,a € 4, 若 对 任意 4E A 且 4 不 是 
ASAT. SHE a’ © A, a = ha', 则 称 a 为 可 除 的 . 若 模 4 的 每 个 
元 素 都 是 可 除 的 , 则 称 4 为 可 除 模 . 

命题 1.4.3 设 A 是 环 ,E 是 内 射 左 Inc 


0 Aig A 
4- 模 , NE ETRE. yo 
证 明 Ci CEA, EA 为 非 右 零 因 子 ， Ij 78 
规定 f:ANh > Effi Wy Ar. VAE A.A, va 


非 右 零 因 子 , 故 f 是 一 个 映射 . 易 知 了 也 是 
AWS. 考虑 右 图 , 因 玉 是 内 射 , 故 必 存 在 A- 同 态 g8:4 一 五 ,使 得 该 图 
是 交换 的 . 因而 得 z 二 ga) = hg (1). 所 以 xz 是 可 除 的 , 即 EE 是 可 除 
模 . | 
命题 1.4.4 设 4 是 整 环 ,@ 是 它 的 商 域 . 若 4 是 无 挠 全 模 且 4 是 
可 除 的 , 则 A 是 域 久 上 的 线性 空间 ， 


a 


证 明 itg E Qa E 4, 考 虑 方程 Bz = aa. 因 A 是 整 环 且 AB 


AT PRE. BOER OAR CA WAR A= BA. FREED € A, fE pb = 
aa. KINË Bb = Bb', 则 B05 一 5) = 0. 因 有 4 是 无 挠 模 且 8 关 0, 故 b= 


a 


b. 于 是 得 万 4 =b. HA A 是 一 个 Q@- 模 , 即 4 是 域 @ 上 的 线性 空间 . 


定理 1.4.5 设 A 是 整 环 , 则 A 是 Prifer 环 当 且 仅 当 每 个 f.g. 无 
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Ba A- 模 是 投射 模 . 

证 明 车 4 是 Prifer 环 , 令 4 是 任意 荆 g. THE AB lanan, 

} 是 它 的 生成 集 .把 4 RATA EAA RBH CE EE 
SRTR. 因而 商 模 E = E/tE 是 无 找 模 . MAE 是 内 射 模 , 由 命题 
1.4.3 知 EE 是 可 除 模 ,从 而 E' 也 是 可 除 模 . S Q EE A 的 商 域 ,由 命 
题 1. 4.4 AE! 是 域 Q 上 一 个 线性 空间 . 

现在 证 明 4 是 某 个 投射 模 的 子 模 . 考虑 自然 同 态 ns:E > E = 
E/E. ACE BARR BOER OA a € Anela) #0. FË 
Al(ng|A):A—> E RARS. $ leli EIEE EREITEA A 

40, 仅 是 有 限 个 e AE ALA ARAE Hem 

co ) ) 维 线性 子 空 SA V P. Q mv 是 Y 的 一 个 基 , 则 


si" Q ik 
a; = k=1 Ba Uke 


&BEMA Bir 的 积 , 则 a, 一 D 1 An (Bo us). 这 里 An 和 A, Al 
Bv vB iv FE Q- 线性 无 关 的 , 故 B71iv1,B icp 也 
是 4A- 线性 无 关 的 .记忆 是 由 Pu ,PB iv 生成 的 A- 模 , 则 下 
是 自由 人 A- 模 . AW A EAHA- AFH g 子 模 .而 A 是 半 遗 传 环 , 所 
以 4 是 投射 模 . 

反 过 来 , 仅 需 证 4 是 半 遗 传 环 . 设 1 是 A 的 {.g. 理想 , 因 4 是 整 环 ， 
Mle g. TRR. 由 假设 知 1 是 一 个 投射 模 ,因此 和 A 是 半 遗 传 环 , 又 已 
Al A 是 整 环 ,所 以 A 是 一 个 prüfer 环 . 

定理 1.4.6 设 4 是 Prifer 环 ,4 是 4- 模 , 则 4 是 无 挠 的 当 且 仅 
当 4 是 平坦 模 . 

证 明 若 4 是 平坦 模 , 对 任意 0 关 AE€ A,0 关 a € A, WMR u = 
0, 考 虑 正 合 列 

0 一 =C- 一 上 一 -4 一 ~0， 
其 中 是 自由 全 模 . 令 7 二 (2), 因 下 ,A 是 平坦 模 , 由 推论 1.2.2 知 ,CI 
=C 站 FI. 因 7 是 满 射 , 必 存在 x E F, rlr) =a. FRB rr) = 
da = 0, 即 Ar E C. XH àr E IF=FI,MAreE CN FI = C1. Ame 
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Ar 二 ,cE€C. 于 是 又 有 4(x 一 c) 二 0. 但 是 + 一 cEF 且 下 是 自由 模 ， 
所 以 x 一 c= 0, 即 x 二 cE€C. 这 样 ,a [= nla) 二 Xx(c) 二 0. 这 与 4 关 
0 相 了 矛盾 ,所 以 4 是 无 找 模 . 

反 过 来 ,车 4 是 无 挠 模 , 则 4 的 任意 f.g. 子 模 B 是 无 挠 模 . 又 已 知 
4 是 prifer 环 , 由 定理 1.4.5 知 ,B 也 是 投射 模 . 因 模 4 的 每 个 {.g. F 
模 是 平坦 模 , 而 4 是 它 的 {.g. 子 模 的 正 向 极限 , 故 A 也 是 平坦 模 . 

定义 ” 设 4 是 整 环 ,Q 是 它 的 商 域 ,7 是 4 的 一 个 理想 . 若 存在 xi， 
ar EAM qisq ghn E @, 使 得 qdl T AG = 1,2, ,n), H 

aqi + aq 十 … + aqa = 1l, 
则 称 I Ay aAA. 

设 4 是 整 环 ,@ 是 它 的 商 域 ,7 是 4 的 一 个 非 零 理 想 . 容易 证 明 :1 是 
可 逆 理 想 当 且 侈 当 了 是 一 个 投射 模 . 

定义 ” 设 4 是 整 环 , 若 4 的 每 个 fg, 理想 都 是 主 理想 , 则 称 4 为 
Bezout 环 

命题 1.4.7 设 4 是 Bezout 环 , 则 人 4 是 Prifer H. 

证 明 设 了 7 是 4 的 任意 f.g. 理想 ,QQ 是 4 的 商 域 , 因 4 是 Bezout 
H.i I = (a). WI = {XEQIrz1ICA}), 且 a Er, = A, 
BN ETXEN, AE REN. 所 以 ,A 是 Prifer 环 . 

定义 ” 设 4 是 环 , 若 4 的 每 个 左 理想 都 是 投射 模 , 则 称 A 为 左 遗 
传 环 . 

引 理 1.4.8 设 4 是 环 ,P 是 左 人 全 模 , 则 PP 是 投射 模 当 且 仅 当 对 任 
意 内 射 左 A- 模 EE 和 任意 的 图 (1), 其 中 行 是 正 合 的 , 必 存 在 4- 同 态 S: 
P 一 上 ,使 图 (1) 是 交换 的 , 即 wf = o. 


o je (1) 


E! 0 
证 明 ”车 P 是 投射 模 ,由 定理 1.1.1 知 , 必 存 在 A- 同 态 f:P 一 EE， 
使 图 (1) 是 交换 的 . 
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反 过 来 ,考虑 任意 的 图 (2), 其 中 行 正 合 . 把 模 ARATAI 


P 
4 
/ 
er’ lo (2) 
“4 
A~— A’ 0 
BEL S 7:A— ERRAR. ic A” = Kerr, Ml Ao = A/A. Rid 


P 
yd 
gs / |o 
“et 
Fos 
0 一 一 4 一 一 4 一 全 4 一 0 


/ 
lg” nf 1, 
/ 


/ 


a 


£’—~+ 0 


E' = E/A", FRBRRA() HPAES .7 是 相应 的 做 人 有 映射 . 
由 已 知 条 件 可 知 :存在 4- 同 态 f:P > EES xf = po. 但 是 ,对 任意 
LEP, EA CE, BM p EA, Sp) C ACE. 规 定 g: 
PP 一 4, 使 g(p) = fp) Ne EA- AMA, HAA me = o. MUP E 
投射 模 . 

对 偶 地 ,有 以 下 引 理 . 

引 理 1.4.9 设 A 是 环 ,k 是 左 A 


0 —A"—+ E 


0 P'— P 
模 , 则 EE 是 内 射 模 当 且 仅 当 对 任意 投射 左 y 
4- 模 已 和 任意 的 图 (4), 其 中 行 是 正 合 fl VF (4) 
的 , 必 存 在 A- 同 态 了 :P > E, 使 图 (4) 是 va 
E 


交换 的 , 即 fo = 人 
引 理 1.4. 9 的 证 明 与 引 理 1.4. 8 是 
类 似 的 ,只 须 把 每 一 步 换 成 对 偶 形式 , 故 从 略 . 
Æ 1.4. 10(Cartan-Eilenberg) 设 4 是 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 
的 ， 
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O) 4 是 左 遗 传 环 ; 
Gi 任意 投射 左 4- 模 的 子 模 是 投射 
的 ; / 7 
GD 任意 内 射 左 4- 模 的 商 模 是 内 射 / “OF 
的 . fou / 
证 明 di) KREBAWE, ca 
考虑 图 (5) KPT RIES J 是 4 的 任意 
左 理 想 . 因 A 是 左 遗 传 环 , 故 了 是 投射 模 ， 
由 定理 1.1.1 知 ,存在 A- 同 态 g:1 习 ,使 得 xg =f. MAE RARE, 
4 是 投射 模 , 故 由 引 理 1. 4.9 知 ,存在 A- 同 态 g:A4A 一 ,使 得 go 一 g. 
规定 7:4 一 已 ,使 zxr>rg(z)yxzEA4, 则 7 是 4 全 同 态 , 并 且 7 产 (z) = 
(xg)o(x) = m(go) (x) = rg(7x) = f(x),Y x E I. h Baer 准则 知 ,FE 
是 内 射 模 . 


GDSGD KEP ERP 是 j P pop 
P 的 任意 子 模 , 考 虑 图 (6), 其 中 行 丝 正 / -7 


合 .上 是 内 射 模 .由 (ii) 知 也 是 内 射 。 5/ YH o 
模 . 又 由 定理 1.1.4 知 ,存在 A- 同 态 7: (ve / 
P 一 已 ,使 得 = 一 7p. 但 尸 是 投射 模 , 由 
定理 1.1.1, 则 存在 A- A SP > E, 
(#78 9 = xf. 规定 co:P' > E, Ear fola), y rE P’ Mok A AA, 
并 且 xc = o. 又 由 引 理 1.4.8 WLP’ 是 投射 模 . 

GDG) A,A 是 投射 模 , 由 Gi) 知 ,A 的 每 个 左 理想 也 是 投射 
模 . 故 A 是 左 遗 传 环 . 

定理 1.4.11(Kaplansky) ” 设 A 是 左 遗 传 环 , 则 任意 自由 左 4- 模 
的 子 模 同 构 于 4 的 左 理想 的 直 和 . 

R 设 下 是 任意 自由 左 4- 模 ,{z reE7) 是 它 的 基 , 了 是 一 个 良 
序 集 , 记 其 序 为 和 . 令 4 是 下 的 任意 子 模 , 记 4 =ANF,.A=ANF,, 
其 中 F; = uci ATu F; = Duc hr. 任 取 ae A,, Will a=b+ Ax ,这 里 
bEF, ACAFL = (ACAD A@ECA,Ha=b+Azr,}. HAL, BA 
的 左 理想 . 规定 oA, > L Eam RE a = b àr, € A Moke 
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A- 满 同 态 , 且 Kero = A. 于 是 得 正 合 列 
0 —» A, —> A, L— o0. 
A 4 是 遗传 环 , 故 工 是 投射 模 . 因此 这 个 正 合 列 是 分 裂 的 . TETEA 
的 子 模 C, ,使 得 
A,=A,@C,, CL 

RNIB A=... 

任 取 a € ACF. F= UF, 故 存在 i E Itac F. xt APH 
定 元 素 z, 由 于 7 是 良 序 集 , 因 此 集合 人 (|zE F,} 有 一 个 最 小 元 素 , 记 为 
ur). HD), CS 4, 则 

B= {a € Ala& DC) A. 
令 j 是 {xla)|a E€ B) 中 最 小 的 , 设 x+ E BR ua) = j, 于 是 得 
rE€EANMNPF,=A,= A,®C,. 

所 以 x 二 6 十 c, 这 里 bE€ 4 一 4nmPceEc. 于 是 5 一 一 cE 4. 
Bbg >) C. Bale € >) Coar E B 相 矛盾 .这 样 ,bE ANF, 
= ANF... Be) < 与 7 的 最 小 性 相 矛 盾 , 于 是 得 4 = Dd), IC 

再 证 表达 式 的 唯一 性 . 

Hcy ty toe +c, = 05 ce © Cys iy Sig <e < in N 

Cena te. Hee Hey) ten € An OC, 

于 是 Cn = — lea F ea Foe tee) E An N cin = 0. 
a UA AB BD AG ca = ci, 5 … = ci, = 0. 

综合 以 上 讨论 知 ,4 =e C 同 构 于 A 的 左 理想 ,VY i. 

定义 ” 设 A4 是 整 环 , 若 4 是 遗传 环 , 则 称 4 X Dedekind 环 . 

定理 1.4.12 设 4 是 整 环 , 则 4 是 Dedekind 环 当日 仅 当 4 的 每 个 
理想 是 可 逆 的 . 

证 明 若 4 是 Dedekind 环 , 则 4 是 遗传 环 .因此 它 的 每 个 理想 是 
投射 模 . 又 4 是 整 环 , 故 4 的 每 个 理想 是 可 逆 的 . 

反 过 来 , 因 4 是 整 环 , 如 果 它 的 每 个 理想 是 可 逆 的 ,那么 4 的 每 个 
理想 也 是 投射 模 , 故 4 是 遗传 环 . 
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设 ARH WY A ey eH OY] ot A E f 8g. .因而 , 若 4 是 Dedekind 
环 , 则 4 必 是 Noether I. 

定义 ” 设 4 是 环 , 若 对 任意 4E A FEN € A AA = A, WER 
AW Von Neumann 正则 环 , 简 称 为 VN 正则 环 . 

定理 1.4.13 设 4 是 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) A Æ VN EMH; 

Gi) 每 个 左 ( 右 )4- 模 缘 是 平坦 模 ; 

Cli) 每 个 左 ( 右 ) 主 理想 都 是 由 一 个 寡 等 元 生成 ; 

Civ) FS fg. 左 ( 右 ) 理想 都 是 主 理想 ,因而 由 一 个 罕 等 元 生成 . 

证 明 OSGD 我 们 只 证 左 主 理想 , 右 主 理想 的 证 明 是 类 似 
的 . 设 1 是 A 的 左 主 理想 , 则 7 = A4,4€ A. 因 V 是 VN 正则 环 , 故 存在 
X E Ah, 使 得 A 二 AVA FEB I = AWA = Ade, Hebe = XA Be = 
(NAVA) =R AVA H=NA=— ec Me RRS TD. Ihe EI i Ae. 
Xe € Ae, WM I = Ade Ae. WFLA I = Ae. 

GD=Gv) BIR AM fg. 左 理想 ,由 归纳 法 知 ,我 们 可 以 假设 
TFET ICH A.A, E 4 生成 的 , 则 了 上 = AA, 十 A. h Gii) WL 
等 元 素 e, 使 得 hh = Ae. 因此 了 = Ae + A1 一 e). 又 由 (ii) HI, AA, 
— e) = Ae',e ERGI. KI = he + Ae’. S e = (1 一 e)e' ,现在 证 e 
十 e” 适合 我 们 的 要 求 . 

HF e” = 1 — eoe (1 — ede’ = Ce’ — ee’ — e'e + ee'e)e! 

= e — ee = (1 — ede’ =e", 
因此 e” EREN. 
Rete'YVHaCleteMetedDI=H=Pte”+e"+evesete", 
Rete" hes x. 

由 于 e,e E€ I, KE de= Qoe Cl. e+e Cl. FEB 
Ale +e”) CT, 


e! = ef? = el? 


— eee’ e' (l e)e' = e'e", 


. e le + e") = e'e + e'e" = e E Ale +e"), 
并 且 ele + e") = e + ee = e = eC Ale + e"). 
FH [= Ae + Ae’ C Ale +e"). 
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综合 以 上 讨论 ,得 7 二 Ace +e”). 

(iv) 之 Gi) 设 4 是 左 人 4- 模 , 则 有 正 合 列 0 一 B 一 一 4 一 0, 其 
中 是 自由 模 . 令 I 是 A4 的 任意 f.g. 右 理想 ,由 (iv) 知 ,1 二 eh,e 是 客 
等 元 . 故 IF = eF. Am fEROCIF) B.A b=ef.f € F. 

eb=e' f=ef=b, 

b=eleb) =ebC eBCIB. 
于 是 IF 门 BEIB. $b, IBCIF, IBZB, 又 得 1BCIFNMB. 所 以 1B 
=IF()\B. 由 推论 1.2.2 知 ，4 是 平坦 模 . 

GDG) AEA, 令 7=4. 由 Gi) 知 4 和 4/ 皆 是 平坦 模 . 
Flu. (AA) I=) (AA) A, BI AAA= AA) AA. 由 于 XE AAN AA. A 
AE AAA, 因而 存在 XE A, 使 得 4=2W4. 所 以 A 是 VN 正则 环 . 

下 面 这 个 定理 参考 文献 [117]. 

定义 设 A 是 环 , 若 每 个 单 左 ( 右 )A- 模 是 平坦 的 , 则 称 4 为 左 
( 右 )SF- 环 . 

定理 1.4.14 设 4 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 

G) A 是 VN 正则 环 ; 

GD 4 是 左 SF- 环 且 每 个 循环 左 A- 模 的 任意 极 大 子 模 是 平坦 的 . 

证 有明” GS i) 由 定理 1.4.13 知 ,结论 是 显然 的 . 

GDG) 因 A 是 循环 的 ,由 (i) 知 4 的 每 个 极 大 左 理想 是 平坦 
的 ， 对 于 ACA BAO, EASA, WEEN, fÈ ra= Wà 
二 AW4， 若 MFA, WEE A 的 极 大 左 理想 1， 使 AACT. AW 

(A/AV/ /ADSEA/L, 
而 A/T 是 单纯 模 ， 所 以 I/A 是 循环 左 4- 模 AA 的 极 大 子 模 . 由 (ii) 
知 T/A 是 平坦 模 . 由 于 了 是 平坦 模 ， 且 
O—» AA [->T / AA>0 
是 正 合 的 ， 因 此 根据 推论 1.2.2, 144 
A44=244A4 二 4AI 门 AX. 
于 是 得 AAA=AI AA. ALARA SE-H, Mh A/T 是 平坦 的 , H 
0>I—A—>A/I—0 
是 正 合 的 . 由 推论 1.2.2 得 1 人 =7Inai4. BACINAA, 故 4=Aa, WHE 
个 aET. FBR A=AGEAIN AA=AAA. A A=AN A, WHEN A CA. 所 
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以 A Æ VN 正则 环 . 

最 后 ， 我 们 证 VN 正则 环 是 左 半 遗 传 环 和 右 半 遗传 环 . 

定理 1.4.15 若 4 是 VN 正则 环 , 则 A 和 4A 是 左 半 遗传 环 和 右 半 遗传 
环 . 

证 明 ”我们 只 证 左 半 遗 传 性 ， 右 半 遗 传 性 的 证 明 是 类 似 的 . 

Kiftt.g. 左 理想 , 因 A 是 VN 正则 环 , 由 定理 1.4.13 知 , T= 
Ae, e EREI. 于 是 得 A 一 AeDA(1 一 e). 故 1 二 he 是 自由 模 的 直 和 
Th. 因此 了 是 投射 模 . 所 以 A 是 左 半 遗 传 环 . 


1.5 半 单 环 


半 单 环 是 重要 的 环 类 , Wedderburn-Artin 关于 半 单 环 的 结构 定理 
是 环 论 中 经 典 的 结果 . 半 单 环 与 环 、 模 的 分 解 有 着 密切 联系 ， 本 节 主 
要 介绍 一 些 基 本 概念 和 主要 结果 ， 其 证 明 可 以 参考 有 关 环 论 和 同调 代 
数 著 作 ， 如 Anderson-Fuller 的 著作 56] ,或 参考 文献 L101], [105], 
这 里 一 般 不 再 给 出 证 明了 . 

设 4 是 左 Af, BH A=A,@MA,, EndsA=Hom,(A, A), ME 


ei: ADA >A DA, 1E 
ETY 
Ti tT 
Zisi =2, 
则 e € End,A H =e. 
命题 1.5.1 BeCEndsA ERE, N 1—eE End, A t ER $ 
元 , 且 4=4e 中 4(1 一 e). 
证 明 由 e=e 知 (1 一 o) 王 1 一 ce, 且 e(1 一 e) 一 (1 一 e)e=0. 若 二 E 
A,， 因 x=xe 十 Xx(1 一 e), 则 4 二 Ae 十 4(1 一 e). 若 zeE4e 站 4(1 一 e)， 
则 ce=yQ-e). 于 是 得 
re=xe’=y(1—e)e=0. 
it A 二 Ae 中 A(1 一 e), 
推论 1.5.2 EE 4- 模 4=4: 四 4:, 则 存在 唯一 的 eE EndsA4,e 
ERY, H A = Ae, A =A(1—e). 
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定义 Re, pCABRE IL, A ees 二 eze1 二 0， 则 称 el，e; HIE 
XRF. 
BReCARRSI, € e 关 0 He 不 能 表 成 两 个 正 交 非 零 容 等 元 的 
和 ， 则 称 e AAS RAR Sc. 
定义 RABE AK. 若 0 和 4 是 4 的 仅 有 的 直 和 项 ， 则 称 A 
为 不 可 分 模 . 
推论 1. 5.3 设 4 是 非 零 左 A- 模 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) A 是 不 可 分 的 ; 
Gi) 0,1 是 End, A MAW SIC; 
GID 1 是 Ends4 的 本 原 宕 等 元 ， 
命题 1.5.4 i Ae AM,eCEnd,A EREI. M 
g: e(End,A)e~End,Ae 
与 
plese): xe > resesy sE End, A, rE A 
是 环 同 构 . e 


0 Ae A 

证 明 易 知 9 是 环 的 单 同 态 . 设 ! 
g€End,Ae, A e € End,A ERS ` I (1) 

元 ， 由 命题 1. 5.1， 得 | 

A=Aet+A(C1—e). | 

4e 


故 0 一 一 Ae >A 是 分 裂 单 同 态 . 
因此 ， 在 图 (1) 中 对 于 g: Ae 一 Ae， 必 存在 ARAS s: A>Ae, 使 图 
(1) 是 交换 的 , 即 g=se. 
(xe) plese) = rese=xeg. 

故 ese€eCEndsAde, ETE FURA g. 所 以 2 是 一 个 同 构 . 

推论 1.5.5 设 4 是 左 A- 模 , ceEEnds4 ERS. WM Ae 是 不 可 
分 解 的 ( 直 和 项 )SSe 是 本 原 的 ， 

WEAR ”由 命题 1. 5.4 和 推论 1. 5. 3， 便 知 结论 成 立 . 

定义 设 {eliE7) 是 环 ARRENE, Bee =dje(V ij) W 
称 fe (fl) 为 正 交 的 . 这 里 i=j 时 , 6 二 1， mM ij B} y= 0. 
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设 les ee, en} BMA MIERMRS UE. f etette, =l, 
则 把 leis es. oe, en} 叫做 完全 的 . 
设 4 是 左 4- 模 , 且 4 一 四 ,cr4, 由 于 4 一 4 田 ( 久 4), 恨 据 扒 
论 1. 5.2 知 ,存在 唯一 的 宕 等 元 eEEndA4, 使 得 
A=Ae@AU—e,) , Ae=A, AQ—e)= >) A). 
我 们 把 (eli ED 称 为 属于 直 和 分 解 4 一 由 ,er4, WRR. 反 过 来 ， 
若 存在 End A WES ICR (el CI), E A = Ae. >) A = 
AQ — e)(V i) WW A= Oerd. 
命题 1.5.6 BRA AK 4 一 由 er4， lel EI 是 属于 这 个 分 解 的 
REE, Ni 
O ell ET} FETE ZC; 
Gi) 对 任意 rE A= Derr = Slee ,这 里 了 表示 有 限 和 ， 
证 明 ie, e€ {eliET}，j 关 k， 则 
A,S Jp, A = AC S e) = Kere, A; = Ae;. 
Ajer = Ae je, = 0. 
Ak, ee.=0. M, ee; 二 0. 


f 
Gi) 设 rzE4= 四 co4， 则 z= Yay aA. 


但 4 一 4e， 于 是 得 
f 
Xj 二 5 aj€j=aje;=a;. 


所 以 r= 5 Xe;. 

推论 1.5.7 WA, A. A EE AI ATF, 则 ASA 
DAO OA, OF Enda4 中 存在 完全 、 正 交 短 等 元 素 {e1，e:，…， 
én} + 使 A; 二 Ae;, Wi. 

下 面 讨论 正则 模 44、44 AlAs 的 分 解 . 首先 ADSEnd,ASEnd Ay, 
我 们 可 以 用 A RFE SIC LS End4A a EndA, 的 寡 等 元 . 因此 , 对 应 
于 模 的 分 解 得 到 以 下 结论 . 
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命题 1.$.8 环 4 的 左 理想 1 是 sh 的 直 和 项 全 存在 寡 等 元 eE 4， 
使 I=Ae. 并 且 , 若 eEA4 是 寡 等 元 ， 则 1 一 e 也 是 宕 等 元 ,4 一 4e4 
(1 一 e). 

命题 1.$.9 设 了 ,7,,…,7, 是 环 A 的 左 理想 , 则 下 列 陈述 是 等 价 
的 : 

(Gi) a= LOLO OIL; 

Gi) 对 任意 zxE4， 必 可 唯一 地 表示 为 

crea trot pans ET 一 1 2 503 

GD 存在 AWER, EX, REILE les e or ends 使 L= 
Aei i=l, 2, crs nm, 

推论 1.5. 10 设 。 是 环 4 的 非 零 震 等 元 ， 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) e EPER TJ; 

Gi) he 是 A 的 本 原 左 理想 ( 即 he 是 4 的 左 理想 且 e BARBS 
元 ); 

Gii) eA 是 4A 的 本 原 右 理想 ， 

Civ) Ae 是 sh 的 不 可 分 解 的 直 和 项 ; 

C) eA 是 An 的 不 可 分 解 的 直 和 项 ; 

(vi) H ede 仅 有 一 个 非 零 堪 等 元 e. 

推论 1.$. 11 Alese e ER A 的 完全 . 正 交 、 适 等 元 集 , 则 

A= Ae, DAD BAe, A= e ADe, AD De, A. 

推论 1.5.12 设 A 是 环 , 则 左 正则 模 s4 是 本 原 左 理想 的 直 和 44 
=1O1L@0-OLS FE A 的 完全 、 正 交 、 本 原 究 等 元 集 {e1 ,es,*…,e,)， 
ffi I; Aer, i=1, 2, s n. 

定义 设 eE4 是 宕 等 元 , 若 对 任意 AE4, BA he 二 eX, WPR e 为 
A BS ALLS ae Soc. 

Blo loo, LER A 的 理想 ， 若 

4= DLO- ®IL, 
则 称 4 是 理想 hs ceo BEM, mHE, Ls s I, WURI A 的 
直 和 项 ， 记 作 
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A=I41,4--4+1,. 

并 且 ， 把 这 个 分 解 叫 做 4 的 环 分 解 . 

显然 ， 若 4 一 7 十 居士 … 十 五 时 ， 则 

As=LOLO OL. sAs=NOLO-OI,. 

命题 1. 5.13 Rh, Le ce, 天 是 环 4 的 非 零 理想 ， 则 下 列 陈 述 
是 等 价 的 : 

G) A=l,41,4--41,; 

Gi) ASLOLO OI; 

GD FE ABS SES EX, PORFIR (us uz 0s un)» TEL, 
=Au;, 1=1, 2, 5 n. 

环 4 称 为 不 可 分 的 ， 如 果 它 没有 项 数 多 于 1 的 环 的 分 解 . 

推论 1.S$.14 环 4 是 不 可 分 的 参 1 是 A MEMES HORS 


命题 1.5.1$ 设 了 是 环 4 的 真理 想 , 若 e 是 4 的 (中 心 ) 寡 等 元 ， 
WW etl EAA AI CUD AES Iu, 并且， 作为 左 ARME A/7- 模 
必 有 
(A/T) e+ ID =(Aet+I)/I=Ae/Te. (2) 
特别 地 , 若 {es e t’ e) HANSA. EX, BRR. Ny 
{el 十 J，ez 十 T，…、，es 十 1} 是 商 环 AI 的 正 交 、 需 等 元 集 , 且 作为 左 A 
模 和 左 4/Z- 模 必 有 
A/I= Ae, /le Ae, / Ie, Ae, /Ien. (3) 
证 明 仅 需 证 明 (2) 式 的 后 面 的 同 构 关系 . 
由 于 e 是 军 等 元 ， 因 此 得 
4e 门 7= {Ae€E AelsAcET} Cle. 
易 知 Ae(\I=le. 于 是 
(Ae7)/TAe/ (Ae(|1)= Ae/Te. 
(3) 式 由 A>A/T 为 满 同 态 及 (2) 式 可 直接 得 到 ， 
现在 ,我 们 讨论 半 单 环 . 
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定义 KABA ABA AZ, 若 4 除 零 模 和 它 本 身 外 无 其 它 子 
模 ， 则 称 4 为 单纯 模 . 

设 4 是 左 4- 模 ， 若 4= 四 ,。4,， 这 里 A 是 单纯 模 (Vi)， 则 称 A 
为 半 单 纯 模 . 

显然 ， 单 纯 模 是 不 可 分 的 ， 而 半 单 纯 模 具有 不 可 分 的 分 解 . 

定义 设 4 是 环 ， 若 44 是 半 单 纯 模 ， 则 称 4 为 半 单 环 . 

关于 单纯 模 ， 由 定义 可 直接 得 到 下 面 引 理 : 

引 理 1.5.16 (Schur) 设 4 是 左 A- 单 纯 模 , B 是 任意 左 AK, 那 
么 必 有 以 下 结论 : 

G) Hoe: A 一 B 是 AAS, N o 或 者 是 零 同 态 或 者 是 单 同 态 ; 

Gi) r: B>A 是 4A- 同 态 ， 则 r+ 或 者 是 零 同 态 或 者 是 满 同 态 ; 

GD Af: A 一 A 是 A- 同 态 ， 则 f 或 者 是 零 同 态 或 者 是 同 构 . 

定理 1.5.17 设 4 是 左 A- 模 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 半 单 纯 的 ; 

Gi) A 是 一 些 单纯 子 模 的 和 ; 

Gil) A 是 它 的 所 有 单纯 子 模 的 和 ; 

Gv) 对 于 4 的 任意 子 模 BB， 必 有 一 个 子 模 C， 使 得 A=BOC. 

定理 1.5. 18( 半 单 环 的 结构 定理 ) 设 4 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 


O 每 个 左 A- 模 都 是 投射 模 ; 

Gi) 每 个 左 人- 模 都 是 内 射 模 ， 

GD 每 个 左 人 模 的 短 正 合 列 都 是 分 裂 的 ; 

Civ) 每 个 非 零 左 4A- 模 都 是 半 单 纯 的 ; 

O) 环 4 是 有 限 个 单纯 左 理想 的 直 和 AOL 其 中 每 个 是 
单纯 左 理想 ,， 旦 Le, 而 les en te) ERA. EM. E, B 
等 元 集 ; 

(i) 4 一 由 4， 其 中 每 个 A 为 环 4 的 双边 理想 , 而 且 与 某 个 除 
环 八 ;上 njXnj SEH; 

Cid 4 没有 非 零 的 寡 零 左 理想 ， 并 且 是 左 Artin 环 . 
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16 局 部 环 和 半 局 部 环 


局 部 环 是 由 Krull [53] 于 1938 年 引入 的， 局 部 环 的 理论 在 代数 
几何 中 有 其 重要 的 应 用 ， 也 是 环 论 的 一 个 主要 研究 对 象 ， 半 局 部 环 是 
比 局 部 环 更 广泛 的 环 类 , 它 是 由 Chevalley [19] 于 1943 年 引入 的 . 本 
节 首 先 介 绍 模 的 基 座 和 根 ， 以 及 环 的 Jacobson 根 ， 然 后 讨论 局 部 环 和 
半 局 部 环 . 

定义 设 4 是 左 A- 模 , 则 把 Soc4= 》) (BSAB E A MRF 
模 } 叫做 4 的 基 座 . 

车 BB 是 A 的 极 小 子 模 , 则 B 是 单纯 模 . 因此 ,SocA 是 半 单 纯 模 . 
于 是 得 

A 是 半 单 纯 的 全 4 一 Soc4. 

命题 1.6.1 设 4 是 左 人 4 模 ， 则 Soc4= 门 (CCAIC SA}. 

证 明 设 召 是 4 的 任意 单纯 子 模 ，C 是 4 的 任意 本 质子 模 ， 则 
BOCA0. 因此 BNC=B. FEB SocACC. 另外 , $ H=(NCCA 
CS4), 设 六 是 五 的 子 模 ， 由 Zorn 引 理 知 ，4 的 所 有 与 N 的 交 为 
零 的 子 模 组 成 的 集合 中 必 有 一 个 极 大 元 N'. WN+N=NON'SA. 
于 是 NCHON@N’. 所 以 

H=H(Q(NQ@QN')=NQ@CANN’), 
BH 的 任意 子 模 都 是 五 的 直 和 项 . 由 定理 1.5.16 WA OK aih. 
因此 HSocA. 

综合 以 上 讨论 ，  SocA=((CCAIC a A). 

定义 设 4 是 左 4- 模 , 则 把 Rad4= 门 (BSA4IB 是 4 的 极 大 子 
模 } 叫做 4 的 根 . 

命题 1.6.2 设 4 是 左 4- 模 ， 则 Rad4 一 DCCA |ICK<A}. 

证 明 设 C 是 4 的 任意 多 余子 模 ，B 是 4 的 一 个 极 大 子 模 ， 若 
CFB, 则 B 十 C==4. (ACKA, ik B=A, 这 与 B 是 4 的 真子 模 忒 盾 . 
因此 COB. 于 是 CSRad4. 另外 ， 对 任意 x€E RadA, 若 有 4 的 真子 
BC. 使 Ar 十 C=4, WreC. 因而 必 存 在 4 的 一 个 极 大 子 模 已 ， 使 
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COB H r&B. X45 xr€RadA=(MBCA|BRANMRATH) HF 


E. 因此 Ar<A. 所 以 RadA= > (CCAICKA}. 

定理 1.6.3 (Kertese) 设 4 是 左 4- 模 , 则 4 是 半 单 纯 的 全 Rad4 
=0 且 4 的 循环 子 模 满足 降 链 条 件 . 

证 明 OO GA RHA, 且 C 是 4 的 任意 多 余子 模 ， 由 定理 
1. 5. 16 ## A=COB. 1B CXA, 故 B=A. 因此 C=0， 由 命题 1.6.2 
得 Rad4 一 0， 其 次 ， 设 

4a 二 ha 二 … (1) 
是 4 的 循环 子 模 降 链 .， 因 A=Oc A. A 是 单纯 模 (Y 7 站， Hoa, 可 以 
表示 为 
a=b +b, bth. b EA, j=1, 2, ,nn. 

因此 Aa EA DA,DA; 

因 A 是 单纯 模 A, 为 Artin 模 . 所 以 A OA,,O-- OA, Æ Artin 
模 . 这 样 , 子 模 降 链 (1) 是 Artin 模 的 子 模 降 链 , 必 存 在 一 个 正 整数 m, 
使 得 Aa, = Aan Y nm. 

反 过 来 ,首先 有 4 = deha da 是 4 的 非 多 余子 模 . 

对 任意 acE4, 若 4a 不 是 单纯 模 , 则 存在 5b,€ Aa AA‘, AO. 由 于 A 
的 循环 子 模 满 足 降 链 条 件 , 因 此 可 以 取 6b 使 Ad, 是 极 小 的 . 故 AD, 是 单 
纯 模 . 因 Rad4 = >) {CSSA4IC<4)=0 , 故 Ab 是 4 的 非 多 余子 模 . 
从 而 Ab, 也 是 4a 的 非 多 余子 模 . 因此 ,存在 Aa 的 一 个 真子 模 BLA B 
天 0, 使 Ab,+ B= Aa. 于 是 得 < 王妃 十 al, 这 里 AEA a CB. AM Aa= 
Ab,+ Aa,;,H 0#Aa,CAa. 

G Aa, 不 是 单纯 模 , 则 继续 以 上 做 法 , 便 有 

Aa, = Ab; + Aa, Aa, 是 单纯 模 ,0 关 Aa,C Aa. 
这 样 继续 下 去 ,就 得 到 4 的 循环 子 模 降 链 
Aaa Aa,;DAa,D"". 
由 已 知 条 件 可 知 ,存在 正 整 数 ”使 
Aa = Aan =t. 
于 是 得 
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Aa=Aa,+Aa,te+ Aan s 
这 里 每 个 Aa, 是 单纯 模 . 故 4a 是 半 单 纯 模 , 因此 ,4= >), ha 是 半 
单纯 模 . 

命题 1.6.4 ik f:A>B 是 左 AAS. M ARad4)SRadB. 特别 
地 ，Rad4 是 4 的 左 A-A End, A-F Ë. 

证 明 设 A4A' 是 4 的 任意 多 余子 模 ， 对 B 的 任意 子 模 B ， 若 B= 
f(A4 ) 十 B', 则 对 aEAh, 必 有 f(a)==f (a) 十 bV,a EA EB. i 
广 (B)= 一 (rrE4 DEB}, TE A=A'+ Sf (BD). AA KALE 
f (BO=A. 于 是 知 f(ADCB'. PU Bo =B. AIS CAD<B. 由 命题 
1. 6. 2,498 f(RadA)CRadB. 

命题 1.6.5 设 4 是 f.g. £ AM, RadA<A. 

证 明 CHF BR AW THR, H 4=Rad4 十 B， 由 命题 1.6.2 知 


RadA= 2){CCAIC<4)， 于 是 得 


A= DNCEAICKA} +B. 
因 A 是 {.g.， 故 必 存 在 4 的 有 限 个 多 余子 模 Cl，C,，…，C,， 使 
A=(C,4+C, ++ +C,) +B. 
HFC+C,++C,<A, Alb B=A, BI RadAXA. 
定义 WARK, 把 Radsh OY eH A HY Jacobson 根 , WHJ). 
由 命题 1. 6. 4 Al, JCA AWE 4- 右 End(a4)- 子 模 . 而 AXEnd 
GA), RIDER 4 的 左 理 想 , 也 是 右 理想 . 因此 7(4) 是 4 的 理想 . 
设 4 是 环 ,rzE4, 若 1 一 zz 在 4 内 有 一 个 左 逆 元 , 则 称 z 为 左 拟 正 
则 元 . 若 1 一 z 在 4 内 有 一 个 右 逆 元 , 则 称 z HAWES. 
若 zE4 是 左 拟 正 则 的 ,又 是 右 拟 正则 的 , 则 称 x 为 拟 正则 的 . 
SIEM 4 的 左 理想 ,7 中 每 个 元 素 是 左 拟 正则 ( 拟 正则 ) 的 , 则 称 
7 是 左 拟 正则 ( 拟 正则 ) 的 . 
命题 1.6.6 IER A 的 左 理想 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) 了 是 左 拟 正则 的 ; 
Gi) 了 是 拟 正 则 的 ， 
Gii) Tah. 
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证 明 OG) BrE BOTA, FE r Eh, 使 x' (1 一 xz) 二 
1]. 故 x 二 1 十 xX7X 一 1 一 (一 Xx). 因 一 x*x€1, 又 有 yEAhA 使 
y(1 十 zz) 一 yz 一 1. 

1 一 zz 一 yz (1—x)=y[Lx' (1—7x)j=y. 
于 是 得 1=yz'=(1 一 z)z'. 故 过 也 是 右 拟 正则 的 .因此 了 工 是 拟 正则 的 . 

(ii 一 (iii) RIAA 4 的 拟 正则 的 左 理想 ， 如 果 工 是 A 的 任意 
左 理 想 , 且 A 二 I 十 L, A1E€4, MH El, yEL, 使 1=x 十 y， 因 
1 一 x 是 拟 正则 的 , 故 1 一 x 是 可 逆 的 , 于 是 知 1€L. 所 以 L==A. 因此 
IK,A. 

GDG) 对 任意 eel, A A=Ar+AQ r), HEHH IKAR 
Ar&,A, W ASAC r). 于 是 知 1 一 z AAMT ze 是 左 拟 正则 的 . 
所 以 了 是 左 拟 正则 的 . 

定理 1.6.7 设 4 是 环 ， 则 4 的 以 下 每 个 子 集 都 等 于 ,1J(4): 

J) 4 的 所 有 极 大 左 ( 右 ) 理 想 的 交 

(Jn) {zxE Alir 是 拟 正则 的 ,，V 4, YEA; 

J) (rE Alar EMEK, VAEA}; 

Jd (rE Alri MEME, VACA); 

J) 4 的 所 有 拟 正 则 左 ( 右 ) 理 想 的 和 ; 

Jo 4 的 所 有 拟 正 则 理想 的 和 ; 

Jo 4 的 唯一 最 大 多 余 左 ( 右 ) 理 想 . 

HEA J): Jo), Ga); (J;)y 和 (J。) 中 用 左 拟 正 则 或 右 拟 正则 代替 拟 正则 
后 ,也 等 于 J(A). 

证 明 BRODO, ISAC? ) 分 别 是 (J1),(Js) 和 (J;) 中 关于 “ 右 ” 的 
由 定义 知 JCA = 又 由 命题 1.6.2 知 7(h)= METAKA. 
{AA 是 有 限 生成 的 ,由 命题 1. 6.5 知 J(A)<A. 故 .J(A) 是 A 的 唯一 最 
大 多 余 左 理想 , 即 J =J=. 由 命题 1. 6. 6,4 J, =J. 所 以 

JAH), =J; =J;. 
同 理 Ji =J =J}. 
AJ;=J(A), i J; Æ A MENER IS 5. A J SIs PEA 
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J,=d,. H.J; =J, FE 
ISJ =J; =J =), =J =J =J}. 
AJ; MJ) 都 是 4 的 理想 , 故 得 
J: ZJ, EJ; EJ; 
和 Ji ZREJE}. 
JAH), =]; =]; =J; =J; =J=] =]; =J} =J}. 
最 后 ， 由 命题 1. 6.6 知 ， 用 左 拟 正则 代替 拟 正则 时 ， 必 有 
Js=Js=J;=J6=J(A). 
用 右 拟 正则 代替 拟 正则 时 ， 必 有 
J;=J1=J; =J; =J (A). 
因此 ， 仅 需 证 用 右 拟 正则 代替 拟 正 则 时 ，J; 二 J(A)， 以 及 用 左 拟 正 则 
代替 拟 正则 时 , J 二 J(A). 这 里 仅 证 明 第 一 种 情形 ,第 二 种 情形 是 类 似 
的 . 用 J RI J KT SHEAR. BJ MHS HSS. Ax 
EJ; A xrQJ;, WHERAKAM TT, etl. Aik, A 二 xA 十 I. F 
是 得 l= rity, yEl. 但 iz 是 右 拟 正 则 的 , DA YEA, 使 (1 一 Ax)7Y 
一 1. 


x =x(1— àr) Y =(xr—ràìr)Y=xY— (xà) ) 
=(1— 2A) CrY) = yzy EL. 
这 就 导出 矛盾 ,因此 res; B CI. AR 3S CA). 

推论 1.6.8 iE ARH, I] Rad(,A)=J(A)=Rad(A,). 

推论 1. 6. 9(Nakayama 引 理 ) 设 了 是 环 4 的 左 理想 , 则 下 列 陈述 
是 等 价 的 : 

G) IZJ A); 

GD 对 每 个 f.g. £ ARA, A@IA=A, BWA A=0; 

GD 对 每 个 f.g. A A- 模 A, IAZA. 

证 明 OSGi 设 4 关 0 是 fg. ， 则 4 有 极 大 子 模 B. 因此 ， 
A/B 是 单纯 模 . 于 是 存在 4 的 极 大 左 理想 工 , 使 A/B=A/L. A 
JTJ(4)SZ， 故 .7(4)4SZL4. 考虑 下 面 交 换 图 (2), 其 中 了 是 自然 同 态 ， 
gAt+L)=g(a),V ACA, Kerg =L, E g Æ AAH. 由 图 (2) 得 

0= (Kerg)A/B(Kerf) (A/L)=L(A/B). 
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k LAGB. 因此 , 车 IS yf . 
JCA), Wl) TAGICA)ASB. 

但 B 是 4 的 极 大 子 模 , 故 /， z 
TAHA. 

Gi)>Gii) RA EÈ 
f.g. EAB, BE 4 的 任 
意 子 模 ， 且 A=IA+B. 

I(A/B)= IA+B)/B=A/B. 
因 4 是 f.g. 的 , 故 4/B 也 是 fg. 的 . Gi) A/B=0, B A=B. A 
lt IAKA. 

Gi)>G) A,A Æ fg 的 ， 由 (让 ) 知 74<4， 但 由 定理 1. 6. 7， 
J(4) 是 4 的 最 大 多 余子 模 , 故 IACI(A). FÆ ICIACS (A), Bf 
IGJ(A). 

定义 RAR. FA 4/7(4) 是 除 环 ， 则 称 4 为 拟 局 部 环 . 

若 人 是 交换 拟 局 部 的 ， 则 把 4 叫做 局 部 环 . 

定理 1.6.10 设 4 是 环 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 ; 

G) 4 是 拟 局 部 环 ; 

Gi) A 有 唯一 极 大 左 ( 右 ) 理 想 ; 

Gil) JOERAK Eh) H; 

Gv) 4 的 所 有 无 左 ( 右 ) 逆 元 的 元 素 组 成 的 集合 是 一 个 左 ( 右 ) 理 


A/L 一 0 


A/B 


O) JCA) ={xr€ Aj Ar#A} ={xE AlxcAFA}; 

(vi) JAD = (rE Ala BEA BTC) ; 

(vil) 若 zE4, 则 或 1 一 rz 是 可逆 的 . 

证 明 AG). Gil) ,GW AW) (LIE KF “A” 的 陈述 , 而 相应 于 
“ 右 ” 的 陈述 ， 其 方法 是 类 似 的 . 

(一 (ii) 考虑 自然 同 态 n4:A4 一 A/J(h4)， 则 A 的 所 有 包含 J CA) 
的 左 理想 与 4/7(4)? 的 所 有 子 模 之 间 有 一 个 可 逆 格 同 构 . BAJA) È 
除 环 , 因 此 它 是 一 个 单纯 左 - 模 , 故 J(4) 是 4 的 极 大 左 理想 . 又 由 定理 
1.6.7,J (A) A 的 唯一 的 极 大 左 理 想 . 
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G)>Gi) 由 定理 1.6.7 知 ， 结 论 成 立 是 显然 的 . 

Gi)>Gv) ”由 (i 让) 和 定理 1.6.,7 知 ，J (A) 是 4 的 唯一 极 大 左 理 
想 . 设 x, yE A 是 非 左 可 逆 的 , 则 Ar 和 Ay 是 A 的 真 左 理想 . (AB 
有 限 生成 的 ， 因 此 Ar 和 Ay 皆 被 包含 于 4 的 极 大 左 理想 内 .所 以 Ar 
TJA A AySJ(A). X, ct y€ JCA) BAER UW. BOP ee 
A RIERA MN SER ACA, A rE JCA), MAreJ(A RIEL T 
的 . 

Gv) 因 J(A) 是 A 的 所 有 极 大 左 理 想 的 交 , 故 J 了 (A) 是 A 的 
真理 想 . 因此 , 若 zE.J(C4)， 则 Ax 关 A. 另外 , HxrE AH AKA, M 
对 任意 4€ A, Ax SEA BY. 但 1==Ar 十 (1 一 Ar) ,而 1 BAAN. 
由 Civ) 知 1 一 4z 是 左 可 逆 的 ， 即 4z 是 左 拟 正 则 的 ， 由 定理 1. 6.7 Al, 
LEJA). 

DSG) BertJI(AE ACA c+ I (AFCA), 
rJ). Hv) A Ar= A. WE AC A fE Ar=1. FR AIA EB rt 
J (A) AY AEE. 故 A/T (4) 是 除 环 . 

OSD Æ 4A/J (4) 是 除 环 , 则 J(A) 是 4 的 真理 想 . 故 J (4A) 中 
BSR EAT BY. 男 外 ,对 任意 xzEhA 且 rJ), AGOR et 
JWE A/J CA) ABD. 因此 Ax 十 J A =A 和 zxh 十 J(A4)=A. 再 由 定 
理 1.6.7 MI (AKA. FEB Ar= A= rA. Kr BOY. RK. 
zE4 且 xz 人 J(C4) ,由 (vi) 知 是 可 道 的 . 因此 ,x 十 J (A) 40 FE AJA) 
内 是 可 逆 的 .所 以 A/J(A) 是 除 环 . 

DSC 车 (vi) 成 立 , WER EAH x BARA MN. W rE 
JOA). 又 由 定理 1. 6.7 知 , x 是 拟 正则 的 . 因此 1 一 x ETAR. 反 过 
来 , ce A 是 非 可 逆 的 , 由 (vii) 知 1 一 4z BABA. VACA, 即 对 任 
BACA, DA Ar 是 拟 正则 的 . 根据 定理 1. 67, Bre JA). 

引 理 1.6.11 设 A 是 拟 局 部 环 ,A 是 f.g. 左 A- 模 ， 则 4 必 有 投 
HEEP., y)， 且 P 是 含有 一 个 有 限 基 的 自由 模 ，KerySSJ(A)P. 

证 明 设 fais as，…, a} 是 4 的 生成 集 , 且 4 的 其 它 任意 生成 
元 集 所 含 元 素 个 数 都 不 小 于 n， F 是 一 个 自由 左 A- 模 ，{e1，es，…， 
én} 是 它 的 基 , ME g: FA, 使 gCe;)==aiG 二 1,2,…,n), 易 知 ,y 是 
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一 个 左 A- 满 同 态 ， 设 el 十 es 十 … 十 enE Kery， 我 们 断定 每 个 AE 

JA). 反之 ， TIRAS. AEH 1. 6. 10 知 ， 是 可 逆 的 ， 
be 十 les 十 …… 十 Ne 一 ai 十 as 十 十 as 一 0， 
ay=(—AytA, a, + (— À A ast e tC —Ap A, Jan. 

因此 {as,a3,… ,as) 是 4 的 生成 集 . 这 与 {a1,a2… ,a,} 的 选取 法 矛盾 ,所 

以 KeryCJ(A)F. 另外 ， 由 Nakayama 引 理 知 ，J(A)F<F. A Kerg 

KF. A, C pE 4 的 一 个 投射 覆盖 ， 适 合 我 们 的 要 求 ， 

定理 1.6.12 设 A 是 拟 局 部 环 , Pig. 投射 左 AK, MPH 
自由 模 . 

证 明 OAC PP 的 投射 覆盖 , 故 由 引 理 1.6.11 知 ,P OEE 
Hie. 更 一 般 地 ， 拟 局 部 环 上 任意 投射 模 皆 是 自由 模 . 其 证 明 可 参考 
文献 [6] 或 L51]. 

定义 设 4 是 环 ， 若 4/J(4) 是 半 单 环 ， 则 称 4 为 拟 半 局 部 环 . 

命题 1.6. 13 设 4 是 拟 半 局 部 环 ， 则 7(4) 是 4 的 有 限 个 极 大 左 
理想 的 交 . 

证 明 A A 是 拟 半 局 部 环 , 故 A/J 是 半 单 环 . 因此 , AJAS, 
DSO DS RE S 是 单纯 模 . 对 每 个 DSSA, 1, A 
的 一 个 极 大 左 理想 ， 并 且 ， 显 然 有 JIWSLALNA NL. 

类 似 地 , 若 4 是 拟 半 局 部 环 , 则 .J(4) 是 4 的 有 限 个 极 大 右 理想 的 
交 . 

命题 1.6.14 设 A 是 拟 半 局 部 环 , 4 是 任意 左 AK, WICAA= 
RadA,H A/JCA)A 是 半 单 纯 模 . 

证 明 $ Y= (515 是 单纯 左 A- 模 }, AnaS = {AC AjAs=0,V s 
ES), EH Anns 是 4 的 一 个 理想 . IS 站 sevAnnas9,， 则 了 工 也 是 A 
的 一 个 理想 . 因此 7 一 47. REENE JASI. 设 工 是 一 个 极 大 左 
理想 , M 4/ 是 单纯 模 . 因此 TCA/L)=0. 于 是 得 T=AICLCJ(A). 
反 过 来 , 若 x+Eh 且 x 多 1, 则 存在 一 个 单纯 模 S, 使 得 xzS 关 0. ASHE 
单纯 模 , AcS=S, BR cAxcS=xS40. 令 AEA 和 5ES, 使 xArs 关 0. A 
Ars#0, W AArs=S. 规定 f; ACS, [HY OVArs(V YEA), WS 
A A- 满 同 态 , B f(x)==xrAzs 关 0. 由 命题 1. 6.4 知 , f(J (A))CRadS, 
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但 S 是 单纯 模 ，Rads 王 0， 故 .FG7(C4)) =0. FRM zx 冬 .J(C4)， 所 以 
J(A)=1. Hk, 因 Rad(A/RadA)=0, HEHE 1.6.3 1, A/RadA 是 
半 单 纯 模 ， 但 CADE 1h a. BLT (A) (A/Rad A) =0. Ah, 
J(MACRaAdA RK. A 4/J(4) 是 半 单 环 ， 故 左 A/J (A)- 模 
4/7(4)4 是 半 单 纯 的 .但 .7(4) 被 包含 在 左 ABR A4/JCA)A4 的 零 化 子 
内 , 故 4/7(4)4 是 半 单 纯 左 4- 模 . 因此 Rad(A/J(A)A)=0. 由 命题 
1. 6. 4， 得 Rad(A)CJCADA. 

由 命题 1. 6.14 证 明知 ， 对 任意 环 4 和 任 一 左 A- 模 4， 必 有 
J(A)ACRadA. 

定义 设 4 是 交换 环 , 若 4 仅 含有 有 限 个 极 大 理想 , 则 称 4 为 半 
局 部 环 . 

设 A 是 交换 半 局 部 环 , 令 m, m, s mm 是 它 的 所 有 极 大 理想 ， 
M IMO =m NAN Nm, FEE 

A/J=4A/m A/m A/m, , 

这 里 每 个 A/m; ER. 故 A/J 是 半 单 环 . 为 方便 起 见 , 今后 把 拟 半 局 部 
环 和 交换 半 局 部 环 统称 为 半 局 部 环 . 

关于 交换 半 局 部 环 有 以 下 两 个 重要 结果 : 

定理 1.6.15 交换 半 局 部 环 A LBP fg 投射 左 A- 模 是 自由 的 
SA 是 不 可 分 的 ， 

定理 1.6.16 设 4 是 交换 半 局 部 环 , 则 4 有 一 个 环 的 分 解 A= A 
由 4 由 … 由 和,， 这 里 A 是 不 可 分 的 半 局 部 环 . 若 4 Big. 投射 左 A- 
模 ， 则 A ALAA ASAP OAL? O DA, FFA, ABABA 
BAM n=. =e Sr, 

以 上 两 个 定理 的 证 明 ， 可 参考 文献 [24]. 

最 后 ， 给 出 环 是 半 单 环 的 一 个 判别 定理 . 

定理 1.6.17 环 4 是 半 单 的 当 且 仅 当 4 是 左 SF- 环 , 且 满 足 主 左 
理想 的 升 链条 件 . 

TEAR 只 需 证 充分 性 . 令 S=SocGA), 我 们 将 证 明 S 一 4. HSH 
A, WHE 4 的 极 大 左 理想 m, 使 SCEm, Ema. 因 4 是 左 SF- 环 ， 
故 A/m 是 平坦 模 ， 于 是 对 a€m 且 aX0, 由 推论 1. 2.2 知 ， 必 存在 已 
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Em, ff a=ab,. 同 理 ， 又 存在 56,Em, W b,=b5.. FU, Em PH 
TE bis bzs vty bo os EB 

a=abyy by=bybos hs bi1=b, bs oes 
同 此 有 


| Aa Ab, EAS CABS 
因 4 满足 主 左 理想 升 链条 件 , 故 AD, = AD, HEDER n 于 是 得 
b= b,8,41 5 H bni = cb, 对 某 个 cE 4. 因此 bn = 6,06). & el 二 cb,， 则 e 
一 el Em. 
m =Af{\m=(Ae,;ODAA—e,)) fm 
= Ae\DAU—e){)\m. 

Fma AE Aae) m0. WEB ce (HOE 
A(1l—e,) Nm, REECE dem, fi c=cd. tH m=Ae\DAQA—e,) Nm, Bd 
=ditd, , Hd’ € Ae, dj A e) Nm. Alb c=cd=cditcd,. 于 
是 得 


c—ed,=cd'\,€ Ae, (JAA —e,) m=0. 

所 以 c=cdi 这 样 ,仿照 上 面 的 方法 知 ， 存 在 e2€ A(1 一 e) Nm, b= 
ez， 并 且 有 

A(l—e) m= Ae: ALe VAC e) Mm. 
易 知 eze; 二 0, 且 

m=Ae Ae DAU eNA e) Mm. 
重复 上 面 讨 论 ， 便 得 
m= Ae DAe.O-PAe MA —e) Nh NAA Ime NAA Se 1m, 
HP ei=e,Cm, ee=0, i= 1, 2, oy t; j>k=1, 2, oe, t 
因为 Ae;=Ae,;(e; tents: +e,)GACe; +e, + +e;) ,7 一 1,2 
H Ale; te, += +err) EAC te, ts +e) + Ae, 
=Ale teste te) R=2,3,°,5 


所 以 Alei te: + tHe) D Ae + Ae +’: + Ae. 
5 Ale te: +t: tHe T Ae + Ae + + Ae. 

Ae, +e, +e) = Ae, + Ae tes t+Ae,t=1,2,°. 
因此 得 
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se or 一 一 一 


Ae, ZACe, +e) = Ae, PAe,E > CGA(e, te, t te,) 
= Ae, Ae Ae, Cr. 
HE MAM. FEES n, E 
Alei te: +. He, D) =Alle ter te, Hen =e. 
m= he, DeD Ae, = Ale, tHe + +e,) = Ae, 
其 中 e=eil 十 e: 十 … 十 esp， 因此 m ARERR, A/m Bf. p. 的 平坦 
模 . 由 命题 1. 2.4(i) 知 ，A/m 是 投射 模 . 从 而 m 是 sh 的 直 和 项 这 
Smt A PRAIRIE. PRU A=S=Soc(s4)， 即 4 是 半 单 环 . 


1.7 半 完 全 环 和 完全 环 


在 本 节 里 ， 我 们 将 讨论 每 个 f.g. 模 (或 每 个 模 ) 都 有 投射 覆盖 的 
IR. Bass 在 文献 [12] 中 研究 了 这 类 环 . 

半 完 全 环 和 完全 环 都 是 半 局 部 环 ， 并 且 与 寡 等 元 提升 问题 有 着 密 
切 的 关系 . 

定义 设 4 是 环 , 7 是 4 的 理想 ， 宕 等 元 5 十 TE 4/7 KARI 可 
提升 的 ， 如 果 存 在 AMES e, 使 g 十 1=e 十 I. 

BARK, ME A 叫做 填 零 元 , 若 存 在 自然 数 n, 使 六 二 0. 把 环 A 
的 左 ( 右 双边) 理想 叫做 讶 零 的 ,如 果 它 的 每 个 元 素 都 是 短 零 的 . 

命题 1.7.1 设 了 是 环 A 的 诺 零 理想 ， 则 A/T 的 任意 寡 等 元 可 以 
模 7 提升 . 

证 明 iges, 使 g 十 1=g: 十 I. ABBE, g—g' EI, W 
存在 自然 数 x， 使 (g 一 g*)" 二 0， 应 用 二 项 式 公式 ， 得 


a n 
0 = (g gys De gy 
— > (— 1)* n| n+k 
~~ k=0 k & 
n n | 
-一 g” — go > (一 De 。 
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g =g" 't, gt=tg. 
USe=g'r", W 


n+] 


e=g"t"=(g"t r= gr 
a gt yt? ore = gp Se”, 
ik eCa ERF HAA 
gtl 一 8 十 7 一 8 十 7 一 (CE 十 7 十 六) 
=(g+NG@+D=ett+l. 
因此 gtl=(gt))"=(gttI =e" +l=etl. 

5/72 1.7.2 RA AKA 有 分 解 4 王 4 中 4: 申 … 由 4,, 且 每 个 4， 
有 投射 覆盖 , i 一 1，2, …, n, 则 A- 同 态 p: P 一 4 是 投射 覆盖 全 已 有 
分 解 P=P\OP.0O:OP., HOLP): PA ERIA m. 

证 明 Ba: QA EA WRNBE. S 已 =Q 中 Q: 中 … 中 Q,. 
定义 pls PIAS BE > DY iad V Xi€ Qi. BAP’ op) 
是 4 的 投射 覆盖 . 

WRC, p) Æ 4 的 投射 履 盖 ,那么 由 投射 覆盖 的 唯一 性 知 ， 
P=Q,0O,0 OQ.. 这 就 是 所 要 求 的 P 的 分 解 . 

反 过 来 ， 令 gq; 二 (p1P;)， 由 上 面 的 讨论 知 ，(P,p) 是 4 的 投射 覆 
in. 

引 理 1.7.3 循环 左 AK A 有 投射 覆盖 全 4 涯 4e/Te， 这 里 eE 4 
RRS. ICME A 的 左 理想 ; FA, Be, 了 满足 这 些 条 件 ， 则 
Ae Ae/Ie>0 是 投射 覆盖 . 


证 明 若 循环 模 4 有 投射 覆盖 (P,y)， 因 存在 正 合 列 AHA 
一 ->0， 则 由 投射 覆盖 性 质 知 ，A 实 POP', P’CKerf, H (SIP): P 
一 4 是 投射 覆盖 .因此 不 妨 取 y 为 (f|1P)， 并 令 eE€h 是 对 应 于 分 解 
A=POP' Gre. TE 

A= P/Kerg= Ae/Kery. 
it K=Kerf, WK 是 A 的 一 个 理想 . 
Kerd=Ker(f|P)=P(\Kerf=Ae(|K=Ke. 
4S 1=Ke WIR A 的 左 理想 ,Ke 二 IJe. 故 AS 4Ae/Ile. RA I-Ke= 
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Kerg=Ker(f|P)KsA, AE HE 1.6.7, FISICA). 

反 过 来 ， 设 4 宇 Ae/Ie， 考 虑 自然 同 态 f: Ae>Ae/le, Nl Kerf= 
Te. 因 1CJ(A), 故 IeC.J(A)e 二 .JJ (Ae). 由 命题 1. 6. 5 HI (Ae)<Ae. 
于 是 Je 区 Ae. 显然 Ac 也 是 投射 模 . MU Ae, Jit 4 的 投射 覆盖 . 

命题 1.7.4 BETH A 的 理想 ,TSCJ(4), 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

O A/T 的 任意 客 等 元 可 以 模 了 提升 ; 

GD Æ A- 模 A/T 的 每 个 直 和 项 有 投射 覆盖 ，; 

GD A/T 的 任意 一 组 正 交手 等 元 可 以 模 了 提升 为 A IER 
等 元 . 

WA (i) > Gi) 设 4 是 (4h/71) 的 直 和 项 ， 则 4 也 是 sj A/D 
直 和 项 . 因此 4 是 由 A/T WES RS etl 生成 的 HG) Fee 
A 是 宕 等 元 , 使 e 十 I=g 十 I， 又 由 命题 1. 5.15， 得 

sA= (A/T) (e+ 1) = (Aet+7)/ISAe/Ie. 
因此 ， 由 引 理 1.7.3 知 ，A 有 投射 覆盖 . 

GiGi) 设 (ge 二 7T，sgs+TT，…，g 十 7) 是 R/T 的 任意 正 交 
SH. 令 g, 十 T==1 一 (gi 十 gz 十 十 gy-1) 十 I， 则 {gi 十 IT，gz 十 了 ， 
oy gi tl) 是 4/ 的 完全 正 交 需 等 元 集 . 于 是 得 

A/T=(A/D (gs FD QA/D (2+ DOr@O A/D zg, 4D. 

由 (ii) 知 , CDe +DA REE. i51, 2,0, n BITJA). KB 
然 同 态 p: A 一 A/I 是 4 的 投射 覆盖 . 因此 , 由 引 理 1.7.2 MM, A=Ae, 
只 Aes 四 … 中 Ae,，{e1，e:，*…，e,) BANTEERRS UE, IFA 
plhe)= (A/D Ce +D ADHI, i=1, 2, 0, n. 
由 1 十 7 表示 的 唯一 性 ， 得 
eti=gitl, i=1, 2, *, n. 

GiG) 显然 结论 是 成 立 的， 

定义 设 4 是 环 , 若 4/7(4) 是 半 单 环 , 且 A/J(A) 的 任意 稳 等 元 
可 以 模 7(4) 提 升 ， 则 称 4 为 半 完 全 环 . 

命题 1.7.5 设 4 是 半 完 全 环 , 则 左 A- 模 4 有 投射 覆盖 的 充分 条 
HE: 对 任意 左 AH B, ABKHERTASFE 4 的 生成 元 ， 则 B= 
J(A)B>B=0. 
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证 明 因 4 是 半 完 全 环 ， 则 4/7(4) 是 半 单 环 ，4/J(4)4 是 左 
A/J(4)- 半 单纯 模 , 故 4/7(4)4= 由 (4 人 7C4))(g 十 JC4)) 其 中 他 十 
JOA) ERS 5. 由 题 设 ,g; 十 J(A) 可 以 模 JORRA e. 于 是 得 

A/J (A)A =@;(A/J(A)) (g +I A)) 
=; (A/I A)) (e+ JI CA)) 
=); (Ae/J (Ade) 2O; Ae:/@OiJ (Ae; 

S P=ÐAe, WOT Me = pL — PUP 
DJ (A) Ae; = J CA) (Ae) = 1 f 
JAP. 考虑 右 图 ,其 中 f,g 是 自然 a 
同 态 , 9 是 同 构 . 由 于 P 是 投射 模 ， pO 
因此 存在 4- 同 态 f", hy Bi AAJA) 

gh=ọf, JF =A pinay. 

首先 ， 我 们 证 明 J(4)4<4. # A=J(A)A+B, Il] J(A)(A/B) 
=(J(A)A+B)/B=A/B. Ñ A/B 的 生成 元 不 多 于 4 的 生成 元 , 故 由 
Rit, A/B=0. PRL J(ADACA. 

现在 ,对 任意 EA, c=hf' pig(r) 二 (x 一 hg 'g(x)). 但 x 一 
hf' pg (z) EKerg=J(A)A, 因此 4=h(P) 十 J(A)A. 故 A4=h(P)， 
Bh BWA. 其 次 ,由 于 P 的 生成 元 不 多 于 4 的 生成 元 ,因此 J (4)P 
<P. MAF KerhCKergh=J(A)P, Ait Kerh&P. 所 以 (P,h) 是 4 
的 投射 覆盖 . 

定义 设 4 是 环 , 若 每 个 f.g. 左 ( 右 )4- 模 有 投射 覆盖 , 则 称 4 为 
左 ( 右 ) 半 完全 环 . 

定理 1.7.6 设 A 是 环 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) A 是 左 半 完 全 环 ; 

Gi) A 是 半 完 全 环 ; 

GD 4 是 右 半 完全 环 ，， 

证 明 > Gi) A A/J(4) 的 每 个 直 和 项 是 有 限 生成 的 ， 由 Gi) 
知 它 有 投射 覆盖 .根据 命题 1.7.4， 得 4/7(4)? 的 任意 寡 等 元 可 以 模 
JAER. 

其 次 , 设 工 是 A 的 任意 左 理想 , HJWOSL. 因 4/ 芝 是 循环 模 ， 
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HOM, ALARAS Alba ig 1.7.3, 
A/L& Ae/Te , 
这 里 eCABRRS 3c, ICJ REME. Kell (Me. 于 是 得 
J (A) (Ae/Te)=J (A) CA/L) =0. 
因而 J/(Ade=J(A)AeCle. FE J(Ae=Ie. 
A/L2Ae/Ie= Ae/J (AeZ=(A/J(A)) (e+ J (AY), 

Al e+ JCA A/J CA) AYRES 5. MAJA Ce+ SCA) FE A/T CA) BS 
直 和 项 ， 故 (4/7(C4))(e 十 7J(C4)) 是 投射 4/7T(C4)- 模 . 因此 AL 是 投射 
A/J(A)- 模 . 

考虑 正 合 列 

O>L/J(A)>A/J(A)—A/L—0. 

A A/L 是 投射 模 , 由 定理 1. 1. 1 知 , 这 个 序列 是 分 裂 的 , 故 上 /J(4) 是 
A/J(4) 的 直 和 项 . 又 由 定理 1. 5. 17 知 ,A/J (A BERR, 

综合 以 上 讨论 知 ，A 是 半 完 全 环 . 

GDS 设 4 是 任意 f.g. 左 4- 模 , 左 A- 模 B 的 生成 元 不 多 于 
4 的 生成 元 ， 则 B 是 有 限 生成 的 若 CA) B=B, H Nakayama 引 理 ， 
得 B=0. 因此 由 命题 1.7.5 知 ,A 有 投射 覆盖 . 故 4 是 左 半 完全 的 . 

fe BB Gi) > Gili) te ERZ A. 

定义 设 4 是 环 ， 若 每 个 左 ( 右 )4- 模 有 投射 覆盖 , 则 称 4 是 左 
( 右 ) 完 全 环 . 

定义 KIAMA, AMT PORWR a, ay, or, F 
在 自然 数 ”， 使 得 

ayasa, 一 0(a…aoal 一 0)， 

则 称 7 为 左 ( 右 )I- 寡 零 的 . 

以 下 我 们 始终 用 J 代表 环 A 的 Jacobson 根 J (A). 

定理 1.7.7 设 4 是 环 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 左 完全 环 ; 

Gi) A/J Æ Artin 环 ， 且 J 是 左 T-REM. 

我 们 先 证 明 几 个 引 理 和 命题 . 

引 理 1.7.8 设 环 4 的 Jacobson RJ BA THEN, WHERE 
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4- 模 4， 若 J4=4， 必 有 A=0. 

证 明 # JA=AHXO, E Ann, A= (AC A|AA=0}, 因此 , 存在 a 
(4OET H ağ Ann, A. 于 是 得 ai A=aJAA0. 因而 ,又 存在 a (A 
DEJ H aGAnnsA, 使 得 a1a;A4 二 aiasJA 关 0， 于 是 得 aia; 关 0， 这 
样 继续 下 去 ， 就 存在 J 的 元 素 序 列 al az, rs 使 得 aay 40. 这 与 
J 是 左 T- 宕 零 相 矛盾 ， 所 以 A=o. 

引 理 1.7.9 Basan EMR 4 的 元 素 序 列 , F ÆA ri T ee 
为 基 的 左 人 自由 模 - MARR, 令 Yr =La G 是 由 ye y2 
… 生 成 的 下 的 子 模 ， 则 

G) G 是 以 yo yo ARR A I: 

Gi) G=FS HEMARA k, WA nak fH aaria, =0. 

证 明 O Snak, Hay Asie ty AEA, W 

Arye F Aner Yeri ott PAY, 
= ALa F Arai T Akar) Liri ttt H On Anan) En Anan Les 
因此 , 若 My 十 Niyea 十 … 十 Nm 一 0,， 由 于 zx，z，… 是 下 的 基 ， 则 
AAS =HA=0. Bos yo de G 的 基 . 

Gi) AG=F, ER x:EF， 则 

Le = A yi F Aye tort Ht Ayn = Apt + OCA, = Aya re bee + CA Ae 

Ag Xa + ALA Gn En Ann Ents 
WHACA, i=1, 2, +. n. 比较 两 端 系数 ， 得 
A =A= =A = 0; 
A= l, Arpi = Areas Akto = Miagtly tt Àn = Anan- 
A,d,=0. 
所 以 arate ta, = 0. 

反 过 来 , 对 每 个 ner, 由 题 设 必 有 自然 数 Sk, Hara oa, 一 

o 由 于 o 
Lr = yr aryr Fet 十 Carma) Yn F CAA Gn Trl, 
因此 rEG. PRU G=F. 

命题 1.7. 10 设 己 是 投射 左 AK, N RadP=JP. 

证 明 因 己 是 投射 模 ， 由 定理 1.1.1, 4 POP SA”. 
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RadP@RadP’ = Rad A” = (Rad A)? = J 
=JA? =JI(POP')=JPQUP'. 

由 命题 1. 6. 14 后 面 的 说 明知 , RadPDJP Ml RadP'>JP'. it RadP 
一 JP. 

命题 1.7. 11 设 己 是 投射 左 AH, AIP=P, WW P=0. 

证 明 因 PP 是 投射 模 ， 由 命题 1.7.10 知 ，RadP=JP=P， 用 反 
证 法 ， 若 P 关 0， AP 是 投射 模 ， 故 F=POP’, 下 是 自由 模 ， EAS 
7} 是 它 的 基 . 因此 ， 存在 eE€ EndsF, 使 得 Fe=P. 对 任意 EP. M 


r= D epit > (1) 


RKP HOCI 是 有 限 子 集 ,， ACA, VEH. 
XieE Fe=P=JPCJF, 


rie= 2) oytt i €H), (2) 
这 里 HSI 是 有 限 子 集 ， aE, y isj. 
添加 系数 为 零 的 项 后 ， 可 以 假设 (1) 和 (2) 式 右 端 中 系数 的 下 标 属 
于 了 的 一 个 共同 子 集 天 . 
Axe P=Fe, c=ze, MB 


0 = z — re = ( iene] 一 | Derre) 
= Lice X edn) ] Del X e) ] 


= D erl Deven Oi — a;;) Jz. (3) 
令 n 一 Card(K), 因 {zxi|liE7} 是 下 的 基 , 由 (3) 式 得 矩阵 方程 
LAJE — Las D= L0], (4) 


这 里 [A] = fA, a, A] E, 是 M,C(4) 的 单位 矩阵 ， 且 


[Lay] ea Ar2°* "Aon 
An Qng*** Ann 
易 证 M, (J) =J M,A) ), ik Lay] EJ (M, (4)). 由 定理 1.6.7 知 ， 
E, — [a] Æ M,A Bt. A, E OREA], B S0C i 于 是 
57 


便 有 
c= >) At = 0. 
所 以 P=0, 30 RES Ww 7B. 

下 面 证 明定 理 1.7. 7. 

WA OSG) 因 A 是 左 完全 环 ,显然 它 是 左 半 完 全 环 . 由 定理 
1.7.6, A/J 是 Artin 环 . 因而 ， 仅 需 证 J BAT-BREMW. Sas a, 
… 是 J 的 元 素 序列 , 按照 引 理 1.7. 9, WHR HR PAG, 并 且 若 GG= 
F, WJ 是 左 TRE . 

因 A 是 左 完全 环 ，F/G 有 投射 覆盖 (已 ,%), 故 得 下 面 的 交换 图 
(5)， 其 中 行列 正 合 , p 是 自然 同 态 , ff =l 令 Q 一 Kerf, M FS 
POR. AF=G+JF, ik F=G+JPQ@JQ. 


T 
Kerf 
' 9 
0 G i F/G 0 
fi} f | LPG (5) 
if y 
0 Kerg ——~ P F/G 0 


再 证 C=Q@OKerge. 设 rEG=Kerp EF, Axr=ptq, pEP.qE 
Q., FH 
0=¢2) =K pHo) =Y pH =p +I Q =p p). 
因此 f(p) E Kerg,G=QOKery. 
F =PQ@Q=G+JPQJQ+ (QDKery) + (SPOIQ) 
= (Kerg+JP)@G(Q4+JQ) 
= (Kerg+JP)OQ. 
于 是 P=Kerg+JP. AkKery<P, KIP=P. 由 命题 1.7.11 知 , P 
=0. ALA F=G. 又 由 引 理 1.7.9 知 ,，J BA T-REH . 
(ii) 二 (i) AJ 是 左 T- 窜 零 的 ， 故 它 是 诺 零 的 ， 由 命题 1. 7. 1， 
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A/J BYE ESCA AR J 提升 ,并 且 A/J 是 Artin 环 , 故 AJ 是 半 
单 的 . 所 以 A 是 半 完 全 环 . 其 次 ， 设 4 是 任意 左 A- 模 ， 由 于 J 是 工 - 
BEN, 因此 对 任意 模 B, AIB=B, 则 由 引 理 1.7.8 知 B==0. 又 由 
命题 1.7.5 知 ，A 有 投射 覆盖 ， 所 以 A 是 左 完全 环 . 

定理 1.7.12(Bass) 设 A 是 环 ,J 是 A 的 Jacobson 根 , 则 下 列 陈 
RESON: 

G) 4 是 左 完 全 环 ; 

Gi) A/J Æ Artin H, H J A THREW; 

GD 任意 平坦 左 A- 模 是 投射 的 ; 

Gv) A 的 任意 右 主 理想 链 满足 降 链条 件 ; 

O) 不 存在 A CPR IE ZC ES oc. 且 对 任意 非 零 右 A- 模 A, SocA 
天 0. 

首先 ， 我 们 还 需 证 明 一 些 引 理 和 命题 , 

引 理 1.7.13 i C {a}, F, G) 的 定义 如 引 理 1.7.9, 若 G 是 下 
的 直 和 项 ， 则 主 右 理想 链 

a,ADa,a,AD->" 

是 趋 于 平稳 的 . 

证 明 由 引 理 1.7.9 知 , 有 一 个 同 构 FOC. ay, EE 
射 G-~ 忆 是 分 裂 的 , 则 存在 一 个 自 同 态 eE End F ,使 ye=z,. 对 任意 
自然 数 n, 有 zx,e = DD Amtn ,这 里 AmE A. 


Ly = Ye = (Lp — nly VO =D) Aim = annt tim) Em 


Aum — Andné tim = Onm 
由 于 (Wim1V m) PILAAPRT ADT ETRE, 因此 存在 一 个 自然 数 4， 
(EIF A,=0, V nek. 于 是 对 每 个 2 之 &， 必 有 
一 QI Ag Anant iin 
一 Qia2 Aan (1—A,,) 
== AA" An AA" "An Ann 
= G1Q2***An— | —A1A2""An—2Ay— 1.0 
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一 Ql1C2 pa 1— AlAs 
=at Any: 
FE, HED nek, WA aaa, Eaa aA. 
命题 1.7.14 B AC4O BA ABA 4 的 直 和 项 满足 升 链 或 降 
链条 件 , 则 4 是 有 限 个 不 可 分 模 的 直 和 
A=A4 AD DA. 
证 明 若 4 是 无 限 可 分 的 , MARDER A=B'OA, BAB 
真子 模 ， 且 有 一 个 直 和 项 (不 妨 取 )4' 无 限 可 分 . 于 是 得 
A=B'QA' ,A' = B'A", =. 
因此 存在 无 限 升 链 或 降 链 
B'CB'OB'CR'OB'OB'T =, 
ADA'DAD.. 
这 与 4 的 直 和 项 满足 升 链 条 件 或 降 链 条 件 相 矛盾 . 
现在 证 明定 理 1.7. 12. 
证 明 Gi) 就 是 定理 1.7.7, 故 结论 成 立 . 


(一 (iii) B U EFH A-R, 由 (i) 知 有 投射 覆盖 了 uy 
—>0, MUX P/K,K=Kerf, H K&P. AP 是 投射 模 ,由 命题 1.7.10 
Ml, RadP=JP. 又 由 命题 1. 6.2 知 , RadP= SU(CSPICKP}. i 
KCRadP=JP. 

另外 ，P 和 U 都 是 平坦 模 ， 由 定理 1.2.1, FE Z- 同 构 

m: JQ,P>JP fi a®poap, a€J, pEP, 

fo: JQszU>JU {E auau, aE J, uE€U. 


考虑 下 面 的 交换 图 
(SIJP) 
JP —— JU 
| fre 
JQK JOP ew 


其 中 行 正 合 ，ii: 天 一 已 是 包含 映射 , 
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K=Kerf=Ker(/f|JP)=m (Ker ®S)) 
=p, Im Qu) =JK. 
Ad 是 左 TREN. WASH 1.7.88 K=0. MUUSP,U 是 
投射 模 . 
(ii 一 (iv) 由 4 的 每 个 右 主 理想 链 可 以 写成 
a,ADa,a,AD>:", (6) 
其 中 wa 是 4 的 元 素 序 列 . 按照 引 理 1.7. 9, 可 以 得 到 模 OF OG. 
因 v= u- Qing s BL Yis Y2 s Yno Lapio Tarro t t EÈ F RÆ. 所 以 ,下 
的 每 个 子 模 G, 一 >)" Ay 2 F BERI, AEAF E A ht. 
从 而 F/G, 是 平坦 模 . 又 由 命题 1. 2.5 知 ,每 个 C, 是 上 的 纯 子 模 . 因 
(cjnacEN) 是 到 的 纯 子 模 的 链 , 故 CG=UG. 也 是 下 MATER. 由 命题 
1.2.5 知 ,F/G 是 平坦 模 . 
现在 ,考虑 正 合 列 
0>G—>F—F/G—>0. 
A F/G RESP SEAR H GDA, F/G 是 投射 模 , 并 由 定理 1.1.1 知 ,序列 
ERREAK. MGR PF HAAR. 根据 引 理 1.7.13, A 的 主 右 理想 
序列 (6) 是 趋 于 平稳 的 . 
(iv) 二 (v) 阁 4A 含有 非 零 的 无 限 正 交 短 等 元 集 e ez, oo, W 
(C-e) AD (1-e)-e,) AD: 
是 4 的 主 右 理想 的 严格 道 降 链 ， 这 与 题 设 相 矛 盾 . 
其 次 , WOFA 是 任意 右 4- 模 , 任 取 OALTEA, 若 z4 没 有 单纯 子 
模 ， 则 存在 aL CA, W1 


rADzra,AD0, 
H xaih 没有 单纯 子 模 . 这 样 继续 下 去 ， 便 得 到 4 的 元 素 序 列 ww a, 
…， 使 得 
xa, ADra,a,AD*. 

因而 得 到 4 的 主 右 理想 的 严格 逆 降 链 

a,ADa,a,AD-. 
这 与 题 设 相 矛 盾 ， 故 <x4 有 单纯 子 模 ， 因 此 SocA 关 0. 
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(Vv) 二 (i) 我 们 先 证 7/ ET-AAS ARTA, WEJ 
的 元 素 序列 al ，a;，…， 使 得 ajaz*…a, 关 0, Y PEN. & Y= (ICA, 
laiaz an I, Yn}, H Zorn 引 理 知 XY 必 有 一 个 极 大 元 ， 设 为 I. A 
A/T 是 非 零 右 4- 模 ， 由 (v) 知 SocA/I40. 因此 ,存在 4 的 一 个 右 理想 
K f®@ICKCA,,H K/I 是 单纯 模 . 由 7 的 选取 法 知 , 必 有 一 个 自然 数 
n, 使 得 aiaz…a,EKK. 因 而 artas, p EK. 由 于 天 /7 是 单纯 模 ,aicy… 
Qn 和 al…awan+1 均 生成 它 , 因 此 存在 ME4, 使 得 

ayaz ra, T= (ayaa, A) HI. 
M artta, (l-an ÀA) EI. B an EJ, AEM 1. 6.7 Moa A Æ ME M 
的 , 即 1-aw+ia JÉ. 于 是 得 ciaz…wE7. 这 就 导出 矛盾 ,所 以 /是 左 
TES H. 

现在 ,证 明 A/J 是 半 单 环 . AJ BET REY MEE. 
由 命题 1.7.1 知 ,A/J 的 任意 宕 等 元 可 以 模 ,/ 提升 . 但 4 宕 End44, 根 
HOOMA, End Ay 没有 非 零 的 无 限 正 交 寡 等 元 ， 故 An 的 直 和 项 满足 升 
链条 件 . 又 由 命题 1.7. 14 知 , As 是 有 限 不 可 分 模 的 直 和 . 因此 A 含有 
完全 、 正 交 \. 本 原 寡 等 元 集 {fel,e: ,…e, 小 记 e 一 ce 十 / ,根据 命题 1. 5. 15， 
得 

A/J =e, A/I@eA/I@-Pe, AJ, (7) 
leis en oy e) 是 AJ ANSE. EX, RFI. HF e 是 4 的 本 原 
Sow, H AJ WESTON BS. 因此 e 也 是 4/7 WARS 
元 .所 以 (7) 式 是 A/T 的 一 个 不 可 分 分 解 . 

只 需 再 证 明 ce A/J 是 在 4/7- 单 纯 模 . Hv) A Soc (e;A/J ) 40. 
h eA 有 一 个 非 零 单子 模 IT//， 它 是 AJ 的 极 小 右 理想 . AJY 
=0, WI/J RS AS. 由 定理 1.6.7 知 , T/ ISI CA/S) = 0. HT 
=J. 这 就 导出 矛盾 , 故 (7/.1)? 关 0, AT/J 是 A/T 的 极 小 右 理 想 . 因此 
T/J Æ A/J 的 直 和 项 . 从 而 也 是 eA/J 的 直 和 项 . 这 与 ejA/.7 是 不 可 分 
HAG. Bee A/J 是 单纯 模 . 于 是 4/7 是 右 半 单 纯 的 , 也 就 是 半 单 环 , 
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w= 


同调 维 数 


本 章 主 要 介绍 一 般 环 和 模 的 同调 维 数 , 并 且 讨 论 同 调 维 数 委 1 的 
环 的 结构 性 质 . 


2.1 模 的 投射 维 数 和 内 射 维 数 


投射 维 数 是 一 类 重要 的 经 典 维 数 , 它 的 理论 和 方法 具有 十 分 重要 
的 作用 . 
定义 RAEM, 4 是 非 零 左 4- 模 . AEC 内 存在 一 个 正 合 列 
O>P, +P, > P| > Py A>, (1) 
其 中 每 个 已 是 投射 模 , 并 且 不 存在 与 (1) 类 型 相同 而 项 数 较 小 的 正 合 
列 ， 则 称 4 的 投射 维 数 为 x, ic fF i. pdsA=n. 
如 果 不 存 在 像 (1) 式 的 正 合 列 , 规定 1. pdsd=oo. WR A=0, $ 
定 l. pd, A=—1. 
同样 ,可 以 定义 右 4- 模 的 投射 维 数 . 
下 面 我 们 讨论 左 4- 模 的 投射 维 数 的 性 质 , 在 不 产生 混淆 情况 下 ， 
用 pd4 来 表示 l. pda4. | 
定理 2.1.1 RABE AR, n20, 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 
G) l. pd ASn; 
Gi) 若 对 任意 左 4- 模 的 正 合 列 
OX—P,. > P, 2+ > P, > A> 0, 
其 中 每 个 P 是 投射 模 , 则 式 也 是 投射 模 ; 
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Gii) Extä (A, B)=0, Y BES; 

Gv) Extå (A, B)=0,Y BEG, k>ntl; 

(v) 若 对 任意 左 A- 模 的 正 合 列 

0-> B’—» B+ B"—0, 
则 有 正 合 列 
ExtiCA,B’ )—Exti(A,B)—>Ext,(B")—0. 

定理 2.1.2 设 0 一 4 一 4 一 4 一 0 BE 4- 模 的 正 合 列 , 则 

G) @l.pdsA’, L pdad 和 1pds4" 中 有 两 个 是 有 限 的 , 则 第 三 个 
也 是 有 限 的 . 并 且 , Æl pdd <l. pdsA, MA l pdsA"=l. pd,A; F 
1.pdi4 一 1.pds4 ， 必 有 1. pd,A"=1. pd, A'+1;4 |. pd, A =l. pds A’, 
VA l. pds A"<I. pd,A+1. > 

Gi) FAA BRAK, W 4' 也 是 投射 模 ; 若 4 BRR. ARE 
投射 模 且 1. pdas4" 有限, 则 1. pd, A” =1. pd A’ +1. 

定理 2.1.3 设 {4:E IiET), 则 

1. pda(@ie1 As) =Sup l. pd4A;. 

以 上 三 个 定理 的 证 明 可 以 参考 文献 [L101] 和 [75j. 

设 A, TRH GAT 是 环 同 态 . FARA, MER ACA, 
规定 a 二 pg(XVa, aCA, N) 4 也 是 左 AK. 

下 面 讨论 换 环 后 , 模 的 投射 维 数 间 的 关系 . 

引 理 2.1.4 Ke AOT 是 环 同 态 , 4 EAr. GAM eK 
H., 则 44 也 是 投射 模 . 

证 明 因 ,A 是 投射 模 , 它 必 是 左 -自由 模 的 直 和 项 , OHA 
OA’. Br ERIR, a OBERI, 因此 sa4 是 投射 模 . 

命题 2.1.5 he: A>r 是 环 同 态 , vA 是 模 ， 则 

l. pd A Sl. pdr 4 十]. pdal’. 

证 明 令 1.pdr4==n, X n 作 数 学 归纳 法 . An=0, WA 是 投射 

模 , 它 是 左 二 自由 模 F 的 直 和 项 . 于 是 得 
lL. pda AI. pdaF =L. pdsT=1, pdrA +1. pdr. 
n>0, WAZA TR IES 
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0>K—F—A—0, 
其 中 r 是 自由 模 . 又 由 定理 2.1.2 Wl. pdrK = 二 n 一 1. 根据 归纳 法 假 
设 , 得 
l. pdi 玉 二 2 一 1 十 pdf. 
另外 小 pdsaf 二 1. pdr 是 显然 的 . 再 由 定理 2. 1. 2, 就 得 
l. pd, An +l. pda. 

设 4 是 环 , 了 是 它 的 理想 , 则 有 环 的 自然 同 态 A->A/T. 下 面 讨论 
对 环 作 这 种 变换 时 , 模 的 投射 维 数 间 的 关系 . 

引 理 2.1.6 若 了 是 环 4 的 理想 , 4 是 投射 左 A- 模 , 则 4/74 是 投 
射 左 A/T- 模 ， 

证 明 若 尺 是 任意 自由 左 A, 则 显然 /IF 是 投射 左 A/T- 模 . 
由 于 4 是 投射 模 , 它 是 一 个 自由 左 4- 模 下 的 直 和 项 , 且 47/74 也 是 投 
射 左 A/T- 模 F/IF 的 一 个 直 和 项 ,因此 A/TA 是 投射 左 A/T- 模 . 

设 A 是 环 , OFAC A. 车 对 任意 xXxE€Eh, cA=0 R Ar=0, MA r= 
0， 则 称 4 为 4 的 非 零 因子 , 也 把 4 叫做 A 的 正则 元 . A AA=Aa, 则 称 
AA A 的 正规 元 . 显然 , 若 人 是 4 的 正规 元 , WAAM AA 是 A 的 理想 ， 
FHAA SAA. 

定理 2.1.7 RAEM, 4 是 4 的 一 个 正规 、 正 则 、 非 单位 元 ，4 
EE A/44h- 模 . Æ l pds.m4 二 nn, 这 里 0 过 2<oco， 则 1.pds4 一 ”十 1. 

WERA 因 $4 二 0,4 不 可 能 是 自由 4- 模 的 子 模 ， 故 1. pdi4#0. X} 
n 作 数 学 归纳 法 . An=0, 则 4 是 一 个 自由 左 4/44- 模 下 的 直 和 项 . 
因此 |. pds A<I. pdaF=l. pda (4/24). 考虑 正 合 列 


0>A A>A/AA>0，, 
这 里 :zi xd, Y cE A, WL pdyCA/AAD<1. 因此 0<l.pdsA 志 1. 
故 1.pdaA4=1. 
E n=1, 于 是 得 A/244- 模 的 正 合 列 
0>K—P—A—0, 
其 中 天 ,已 缘 是 4/A4- 投 射 模 . 由 上 面 的 证 明知 1. pdsK =L. pduF=1, 
并 由 定理 2.1. 2, 得 
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0<<1. pd, AK1 +l. pda K <2. 
如 果 l pdi A=1, 考虑 4- 模 的 正 合 列 
0+ K'+>F->A->0, (2) 
其 中 下 是 自由 模 , RF ATR. A 
l. pds4 王 1 十 1. pda 天 "一 1， 
故 l. pd,K'=0. 因此 K' 是 投射 4- 模 . 但 AA=0, 因而 aAPCK’. 于 是 
由 正 合 列 (2) 得 到 A/44- 模 的 短 正 合 列 
O—>K'/AF—>F/AF—>A—0. 
并 且 , 由 引 理 2.1.6 知 ,F/4F 是 投射 4/44- 模 . W l. pda uA=1, W 
K'/4F 是 投射 A/44- 模 . 这 样 ,又 可 以 得 到 4/A4- 模 的 分 裂 正 合 列 
0+AF/AK'—K'/AK'—+K'/AF>0. 
因此 2F/4K' 也 是 投射 A/AA-%. 但 是 ASF /K'=AF/2K', 因此 4A 是 
投射 4/A4- 模 . 这 与 l. pda A=1 AA US. MAL pd,A=2. 
最 后 ,讨论 n>2 的 情形 . 先 构造 一 个 A/44- 模 的 正 合 列 0 一 4A, 一 F 
一 4 一 0, HPF EHAA- A l pdsmA4 = 二 nxn， 由 定理 2. 1. 2 知 ， 
L pdaa(AJ=n—-1l. 又 由 归纳 法 假设 ,就 得 1. pd D =n. 另 一 方面 ， 
Lpd,F<1. Nm l. pd, A >l. pdaF. 于 是 
l. pdsA=l. pda (A1 )+1=n+1. 
定理 得 证 . 
KAZE 4- 模 ,AE4. 若 aE4 且 Ma=0, Ha=0, MRAKFR 
A 是 正则 的 . 
定理 2.1.8 设 4 是 环 , ACA MEN EM AEM (LIC, w =A. 
车 4 是 任意 左 A- 模 , 且 4 关于 4 是 正则 的 ， 则 
1.pdwr(4/7T4) 委 1. pdyA. 
证 明 Al. pdsA=oo, 结论 显然 是 成 立 的 . 假设 1. pd,A=n<co, 
Xf n 作 数 学 归纳 法 . 
Æ n=0, 由 引 理 2. 1. 6 可知 结 论 是 成 立 的 . n>, 作 4- 模 的 正 


合 列 
0—>K >F >A —>0, (3) 
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其 中 下 是 自由 模 . 由 定理 2.1.2， 得 1.pdi 开 一” 一 1. AK BF 的 子 
模 ，4 关于 KK 是 正则 的 , 故 由 归纳 法 假设 , 可 得 1. pda (K/IK) < 
n 一 1, 另外 , 由 上 面 的 A- 模 的 正 合 列 , 可 以 诱导 得 到 4/7- 模 的 正 合 列 
0—(K+IF)/IF>F/IF>A/IA>0. (4) 
3H, (K+IF)/IFZK/KQIF. 若 xEKNIF, 则 r=åy, yEF. 由 
(3) 知 ,r(z) 一 Mr(y) 一 0. 因 和 关于 4 是 正则 的 ,r(y) 一 0,， 故 vE 天. 
FÆ KQIF=IK. 因此 ,由 (4) 得 A/T- 模 的 正 合 列 
0K /IK->F/IF-A/IA—0. 
故 l. pda A/IASn. 
定理 2.1.9 ABA Noether m, €A REN EHW, A AE 
J(A), WISA. # ARIE f g. FAB AAXF A 是 正则 的 , 则 
l. pda; (A/IA) =]. pd,A. 
WEAR £L pda (A/TAD =, HEH 2.1.8 Aol. pd A=. $ 
1 l. pda (A/IA) =n<co, 对 nn 作 数 学 归纳 法 . Bn=0, 我 们 先 假定 
4/T- 模 A/IA BAA. a. az t, aanE€A/14 ECHE, 这 里 a;€ 
A. 要 证 4 是 自由 AR. $ BEB a, a, a 生成 的 4 的 子 模 ， 
则 A=B+IA. 于 是 得 
A/B=(B+IA)/B=I(A/B). (5) 
ALAC JCA), RM I=AACT(A), H A/B 是 有 限 生 成 的 . 由 Nakayama 
5| 22a, A/B=0. W A=B. 因此 A 由 {ai,as，,"…,awm) 生 成 ， 其 次 , 若 
S) ”Ma=0, AEA, BD) Na 一 0. B {aazam E A/I- 
A/IAWE.MACTI=HAA. 因此 和 二. 


o= > ”Ma 一 >)", ADa=al SO)" Mai). 
由 于 4 关于 4 是 正则 的 , 因此 >)” Aa=0. 重复 上 述 讨 论 , 又 得 
A =A E >)" 她 一 0. WR AAO, 就 能 得 到 一 个 左 理想 的 升 链 
ATANT AGC, C6) 
并 且 它 是 严格 递 升 的 . 比如 A%==AX%, FEREYE AAYA. 因此 ， 
A= AYA;, BP A= AYA. 所 以 C1- 和) 和 ==0. {HAC TCA), 由 定理 1.6.7 
知 ,1 一 AY Ais. BA=0. 同样 ，(6) 式 中 其 它 相 邻 两 个 左 理想 也 是 
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不 相等 的 . 这 与 A 是 左 Noether FHF). MAARA A=0. 故 4 是 自 


由 4- 模 ， 
现在 考虑 n=0 Wt, A/TA 是 投射 AI-E. 作 一 个 短 正 合 列 
0—>K—>F—>A—0, (7) 
其 中 五 是 自由 左 4- 模 . 由 (7) 可 以 诱导 得 一 个 A/I 模 的 短 正 合 列 
0>K/IK->F/IF+A/IA>0, (8) 
且 这 个 序列 是 分 裂 的 . 
F/IF=K/IK@A/IAZ=B/IB, 


这 里 B=-KOA. WA B/IB È f.g. A/I- 自 由 模 , 故 由 上 面 证 明知 ,B 是 
自由 Aa. 所 以 A 是 投射 4- 模 . 

其 次 , E n>0, 又 作 A- 模 的 短 正 合 列 (7), 其 中 下 是 自由 模 . 
于 是 又 得 到 正 合 列 (8), 其 中 PIF Æ g h ẸMI. 因此， 
l. pda (K/IK)=n—-1F##H,. ARK 是 有 限 生成 的 . RAK 是 自由 
模 的 子 模 ,2 关 于 也 是 正则 的 , 故 由 归纳 法 假设 得 1.pdi 开 王 ?” 一 1. 
所 以 1 pd, A =n. 

最 后 , 我 们 再 给 出 一 个 关于 模 的 投射 维 数 的 换 环 定理 . 

引 理 2.1.10 设 1 是 环 A 的 理想 , 4 是 左 AH, 若 4 是 投射 模 ， 
WW A. pda TASI. pdal. 

证 明 因 4 是 投射 模 , 故 存在 模 B, E ADB 是 自由 模 . 因此 A 
IBI”. 由 定理 2.1.3, 得 1.pd74 过 1. pdal. 

定理 2.1.11 设 7 是 环 人 4 的 理想 ,7 是 投射 左 AK, 并且 对 某 个 
nA =r", 则 对 任意 左 NI- A, DA 

l. pd, AX. pdaA+2n—1). 

证 明 显然 ,我 们 可 以 假定 1.pdi4 王 7<co. 

4 m=0, 由 引 理 2.1.6 WM, A/TA 是 投射 A/T- 模 . 因而 A 是 投射 
4/7- 模 . 故 ].pdwr4 一 0. 

E m>0, Xi m 作 数 学 归纳 法 . BH, A A- 模 的 短 正 合 列 

0O>K—F-—>A—0, (9) 
其 中 下 是 自由 模 ,K 是 下 的 子 模 . 因 14==0, k IFEK. 于 是 得 
FDK2IFDI’FD-. 
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A F/KA, 故 A/T- 模 序列 
0—>K/IF>F/IF>A—>0 (10) 
是 正 合 的 . 继续 这 样 下 去 , 必得 到 一 个 长 正 合 列 
OITIK/IK—> IK/TK>IF/IF 
—>KkK/IK~F/IF—A—0. (11) 
由 于 TF=7"1IF, RRARMAS. WR l. pdiA=1 HOM K 是 投射 
A- 模 . 根据 引 理 2.1.10 知 , IF 和 7K 是 投射 AK. 因而 , 易 知 对 每 个 
i 之 1,TK ATF 也 是 投射 AR. 又 由 引 理 2.1.6， 对 于 每 个 1， 
F/I OFA K/K 是 投射 A/T- 模 . 故 (11) 是 AILI 4 的 一 个 投 
射 分 解 ， 于 是 l. pdwr4 委 2 一 1. 
最 后 , BÆ l pd,A=m>1. 因 了 是 投射 A- 模 , 故 1. pdaCF/IF)= 
l. pda (4A/D<1. 由 于 (10) 也 是 A- 模 的 正 合 列 , 根据 定理 2.1.2, 得 
l. pda (K/IF)=m—1. 再 由 归纳 法 假设 ,有 
l. pda; K/ITF )<m—1+ 2n—2=1. pd, A t+ 2n—3. 
但 是 ,1. pda (F/IF)=0, 并 由 正 合 序列 (10), 得 
l. pda AS. pdy K/IF)+1<1. pdysAt+2(n—-1). 
在 定理 2.1.11 F, 若 理 想 了 是 平坦 模 , 则 可 以 得 到 一 个 十 分 类 似 
的 结果 . 在 2.2 节 , 我们 将 进一步 讨论 这 个 问题 . 
下 面 介绍 模 的 内 射 维 数 ， 内 射 维 数 是 与 投射 维 数 相对 偶 的 , 
定义 设 4 是 环 ,4 是 非 零 左 4- 模 . 车 在 多 4 内 存在 一 个 正 合 列 
0 一 4 一 QQ 一 Qi 一 … 一 Q, 一 0， (12) 
其 中 每 个 Q 是 内 射 模 , IFA. 不 存在 与 (12) 类 型 相同 而 项 数 较 小 的 正 
合 列 , 则 称 4 HARER n, WHE 1. IdsA=n. 
如 果 不 存 在 像 (12) 式 的 正 合 列 , 规 定 1.Idi4=co. MR 4A4==0, 规 
Æ l. Id4= 一 1. 
为 简便 起 见 ， 有 时 用 Id4 表示 1. Id, A. 
关于 模 的 内 射 维 数 ,与 投射 维 数 平行 的 有 以 下 定理 . 
定理 2.1.1 BABA AK, n>0, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
Gi) L Id,A<n; 
Gi) 若 对 任意 左 4- 模 的 正 合 列 
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0 一 4 一 Qo 一 QI 一 … 一 QI 一 YY 一 0， 

其 中 每 个 Q, 是 内 射 模 , MY 也 是 内 射 模 ; 

Gi) Exty*'(B,A)=0,V BEC; 

Gv) Ext\(B,A)=0, Y BE Sk, kent; 

(v) Ext) (A/I, A=0,1[BAMEBABSE; 

(vi) 若 对 任意 左 4- 模 的 正 合 列 

0+ B'>B-B’">0, 
WA TES 5 
Ext’,(B”, A)>Ext,(B, A) Ext (B’,A)—-0. 

定理 2.1.2 ig 0 一 4' 一 4 一 4"”>0 BE A- 模 的 正 合 列 ， 则 

G) 车 1.1d44',1.1ds4 ML IA PRAT BAR. 则 第 三 个 也 
是 有 限 的 . HA. 若 1.1d4A”<1.Id44， 必 有 1.1dsh'==1.1dsA; 若 
l. Ida A">1. Id,A, WA l. Id,A' =1. Id,A”+ 1; 若 11d44”==1.1ds4, 必 
有 L Id,4'<Sl. Id,A +1. 

Gi) 若 4,4' 是 内 射 模 ,4" 也 是 内 射 模 . 若 ARAH, PTEN 
射 模 且 l. 1d, A" @ PRAY 1. Id, A' =L. Ida4? 十 1， 

定理 2.1.3” 设 {4,E 141iE7T), 则 

l.1dal |] e74] = Supl. 1444.. 

关于 换 环 定理 对 偶 地 有 

定理 2.1.7 设 A 是 环 , 4 是 4 的 一 个 正规 .正则 、. 非 单位 元 ,4 
EZ 4/A4- 模 . 若 1. Vda, pA=n RE O0<n<oo, Wl. Id, A=n4+1. 

定理 2.1.8' 设 4 是 环 ,4 是 4 的 一 个 正规 .正则 、 非 单位 元 , 记 1 
=A} 若 4 是 任意 左 AR, 且 4 关于 4 是 正则 的 , 则 

l. Idyi(A/1A)SI. Id yA. 


2.2 模 的 平坦 维 数 


平坦 维 数 的 理论 与 投射 维 数 的 理论 几乎 完全 是 平行 的 , 它 是 由 模 
的 平坦 分 解 和 函 子 Tor 决定 的 . 
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EX 设 4 是 环 , 4 RIESE AR. BESS 内 存在 一 个 正 合 列 
OF > FF, > F > A>0, a) 
其 中 每 个 F; 是 平坦 模 , 并 且 不 存在 与 (1 ) 类 型 相同 而 项 数 较 小 的 正 合 
列 , WER 4 的 平坦 维 数 为 x, 记 作 1.fd44==n, 或 简 记 为 {dA 一 . 
如 果 不 存 在 像 (1) 式 的 正 合 列 , 规定 lL fd,A—oo. WR A=0, M 
Æ l.fd,A=—1. 

定理 2.2.1 WA BA ABM, n 宇 0, 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

Gi) L fd An; 

GD 对 任意 左 4- 模 的 正 合 列 

0—>X—>F, >F, >F > A> 0, 
其 中 每 个 F 是 平坦 模 , 则 X 也 是 平坦 模 ; 

Gii Tort, ,(B,A)=0.V BES; 

(iv) Tort(B, A)=0,Y BEZ, k2n+l; 

(v) Tort. 4,4)=0,7 是 4 的 任意 右 理想 ; 

(vi) Tor4 (A/I, A) =0,1 Æ A WIER f. g. GHEH. 

定理 2. 2- 1 的 证 明 可 参考 文献 [75] 和 [101]], 

定理 2.2.2 i 0 一 4' 一 4 一 4" 一 0 BE A- 模 的 正 合 列 , 则 

G) Æ l fd,A' ,1fds4 M 1. fA PRP EA RA. 则 第 三 个 也 是 

ARA. FEAL, # Lfd A>l. fd,A", HA l fdyA' =l. fd, A; # l. fdyA 
<l. fda A”, DAA l. fds A"= 1. fd, A’ +1; # 1. fdysA = 1. fd,A4", DA 
l. fda A' Sl. fd, A”. 

GD 车 4,4" 是 平坦 模 , 则 4' 也 是 平坦 模 ; 若 4 是 平坦 模 ，A” 不 

是 平坦 模 且 1. fd. A” ARR. 则 1. fd, A= 1. fd, A’ +1. 

证 明 Gi) 对 任意 右 A- 模 B, 任意 nD0. A EAJ 
">Tors.(B, A )— Tor (B, A)—Tor’,,(B, A”) 
—+Tor’(B,A')—>Tor4(B,A)~Tors (B, A, (2) 

WR mien ht, Tor4(B,A"=0, Tort(B,A)4O, 由 (2) 可 得 

Tor’(B,A')&Tor*(B,A)40, 
Tort, ;(B,A')2=Tort, (B, A), Y j>0. 
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He l. fd A"<1. fda A<oofff ,1. fd, A’ =I. fda A. 
如 果 men HW, Tora(B,A)=0,ToriCB,A")40, H (2) 015 
Tor#_,(B,A')40, Tort, ;(B,A')=Tor?t. ;11(B, A.V jo. 
i l. fda A<]. fds A" Ot 1. fda A” =L. fd, A' +1. 
如 果 msn HH, Torå (B, A) = Torá (B, A) =0, h (2) BT 
Tor4(B,4') 一 0. M1. fda A=}l. fd, A"< coff ,l. fda A’ <1. fda A". 
Gi) 由 GQ) 可 以 直接 推 得 (ii). 
定理 2.2.3 RIA CECT), Ry L. fda(@icrA,)=Sup l. fd A; 
类 似 定 理 2. 1. 3, 我 们 省 去 这 个 定理 的 证 明 . 
下 面 我 们 讨论 2.1 节 中 提出 的 问题 . 
引 理 2.2.4 设 了 是 环 A 的 理想 , AI BPA AR, 则 对 任意 
左 4- 模 4, 若 4 是 自由 模 的 子 模 ， 必 有 1. pdas74 委 1. pda4 十 1 pdsl. 
WEAR 若 1.pds4 一 ce ,结论 成 立 是 显然 的 . Be |. pdhAj=n< 
oo, Xf n 作 数 学 归纳 法 . 若 4 是 投射 模 , 则 由 引 理 2.1. 10 mae 
成 立 . 若 4 不 是 投射 模 ， 则 得 4- 模 的 正 合 列 
0>+K>F>A>0, (3) 
DEF RB AEB. 因而 1. pdsK=l. pdsA—1, 并 由 归纳 法 假设 ,得 
l. pd IJK). pdaK +1. pda. 
因 了 是 平坦 模 , 故 由 (3) 式 得 正 合 列 
0o>IQ,K>IQ,F>IQ,A—>0. (4) 
APF RAR, 故 IJ@4F 衬 IF. 又 由 于 天 ,4 是 自由 模 的 子 模 , 因此 
有 IQKSIK 和 IQ,AZIA. 于 是 (4) 式 变 为 正 合 列 
0O>IK—>IF—1A—0. 
All. pda JF =l. pdal, 1. pdaIK<1. pdaK +l. pds1, 故 由 定理 2.1. 2 得 
l. pd JAS1. pdaK +1. pdal+1=1. pdaA +l. pdal. 
命题 2.2.5 设 了 上 是 环 4 的 理想 ABA AK. OF 
Tors (A/1,A)=0,Y n>0, 则 1.pdir(4]/74) 乏 1.pd4. 
WA 仅 需 讨论 1. pda4 王 mm<co, Htm 作 数 学 归纳 法 . 如 果 4 
是 投射 模 , 由 引 理 2.1. 6 WM, A/IA 是 投射 A/T- 模 . (RE m>0, FA- 
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0>K—F—A—0, (5) 
其 中 下 是 自由 模 . 因此 1. pdsK=m 一 1， 由 (5) 得 正 合 列 

“>Tors, (A/T,A)—>Tors(A/I,K)—>Tors(A/I,F) 
—>Tors(A/IT,A)—>-.…. 
因 Tors... (A/1,A)=Tork(A/I.F)=0,#¢ TorACA/1,K)=0,V m>0. 
由 归纳 法 假设 ,得 
m—-1=1. pda Kl. pdy(K/IK). 
又 因 Tort CA/I,A)==0, 故 得 正 合 列 
0+ A/T@sK—> A/I@ FA/IO A—0. 

基于 AMI®QKSK/IK,A/IQ,EF&F/IF Mi A/IQ,AZA/TA, VIE 
合 列 


0+K/IK—~F/IF~A/IA>0. 
AF/IF 是 自由 左 AI-E, i 
lL pda (A/TASI. pda (K/IK)+1<m. 
定理 2.2.6 设 1 是 环 4 的 理想 , I EFEK A-R, HHA n 有 
=r, 则 对 任意 左 A/T- 模 A, BDA 
l. pdwrAl. pda A+ (n—1)l. pda +2(n—1). 
证 明 考虑 右 A- 模 的 正 合 列 
0+I-~A->A/I>0. 
因 Ia Aa EPH. Mr. fds A/D <1. 再 由 定理 2.1.2 知 , 对 任意 左 
4- 模 五， BA 
Tors,,(A/I,B)=0,V m>0. (6) 
如 果 1.pds4 二 0, 由 引 理 2.1.6 M1. pda, (A/TA)=0. 故 结论 成 
Z. 
如 果 1. pdas4 尖 0, 作 4- 模 的 正 合 列 
0 一 天 一 下 一 4 一 0， (7) 
其 中 五 是 自由 模 . A= 7"), 仿照 定理 2.1.11 的 证 明 , 可 以 得 到 
4A/T- 模 的 正 合 列 
02 PUK/P KI K/PKIF/PF 
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—>K/IK—~F/IF->A->0. (8) 
在 (6) 式 中 取 B=F/K,1§ Tors, (A/I,F/K)=0. 又 由 正 合 列 (7) 知 ， 
Torá(A/I,K)=0,Y m>0. 根据 命题 2. 2. 5, 得 
l. pdayi(K/IK)<I. pdsk. 
又 取 B=F/I'K, 类似 地 可 以 得 TorsCA/1,1' 1K) =0.V m>0. 再 根 
据 命题 2. 2. 5, 又 得 
l.pdyr TIK/TK)SI. pda’! K). 
KIK 是 自由 模 下 的 子 模 , 故 由 引 理 2. 2. 4 得 
l. pda (T K) <l. pda K+ Ci—1)l.pdal. 
类 似 地 有 
l. pda F)<G—1)1. pdal. 
因此 若 正 合 序列 (8) 分 解 为 短 正 合 列 ， 则 由 定理 2. 1. 2 便 得 到 
L pda ACI. pdi 天 十 (一 1)1.pdar 十 22 一 1. 
{8 Æ l. pd,K =I. pd,A—1, 代入 上 式 得 
l. pda AX. pds At (n—1)l. pdal+2(n—1). 
最 后 , 我 们 讨论 单 模 的 平坦 维 数 和 内 射 维 数 的 关系 . 
定理 2.2.7 设 A 是 环 , 了 是 它 的 理想 . 车 A/T 是 半 单 环 , M 
r. fda (A/D =L. 1da(A/D) 和 1.fdaCA/T)=r. Ida (A/D). 
证 明 ir. idal A/D=n<œ, SA/DD =Hom:(A4/1,Q/Z), 这 
里 Q@ 是 有 理 数 环 , Z 是 整数 环 . WAMI 视 为 左 AR, WAD 是 右 
4- 模 . 由 于 Q/Z 是 内 射 Z- 模 ,因此 对 任意 左 ABA, DA 
Ext*'(A,Homz((A/D)* ,Q/2)) 
=Homz(Tor4. ((A/I)*, A),Q/Z). (9) 
{8 (A/T) 7 一 0， 故 (4/D 是 半 单 纯 右 A-I, (A/T) S= PenS.e 这 里 
每 个 S 是 单纯 右 A-R. hF S E A/T 的 直 和 项 和 Tori (A/A) = 
0,， 因 此 得 
Tor4 ,(8,,A)=0.V aE. 
所 以 Tor4,,(CA/I)* ,4) 王 0， 并 由 (9) 式 得 
Ext’'!(A,Homz((A/I)* ,Q/Z)) =Exts''(A,(A/I)"*)=0. (10) 
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因 Q/Z 是 内 射 余生 成 元 , KAI 必 同 构 于 (4A/7)*"* 的 一 个 子 模 . 同 
时 ,TC(A/7)"* = 二 0, (A/T)*"* 也 是 半 单 纯 模 . 因此 AI OAD “的 直 
和 项 . 于 是 由 (10) 得 Ext*H!1(A,A/7)=0. BI. Ida A/D <a. 

反 过 来 , Hl Id A/Dan<o, 对 任意 左 A- 模 A, DA 

Ext3t! (A, Homz(4/1,Q/Z))=Homz (Tors, ,(A/I,A).Q/Z). 

(11) 

这 里 4/ 工 是 右 A- 模 . 因 (4/TD * =Homz (A/1,Q/Z) 是 半 单 纯 模 ， 故 
A/D Zens 这 里 每 个 5S。 是 单纯 左 4- 模 . VAIL Ida Sn, 
Ext*1(4A,A/T1) 二 0, bk Ext (A, Sa) =0, V aE. 于 是 得 


Ext (A, J| ,50) S|] ,Ex (A,S.) = 0. 


由 于 [[ ,5 也 是 半 单 纯 模 ,因此 名 seoS。 是 上 ,5 的 直 和 项 . 于 是 
Ext’!(A,Hom;z(A/1,Q/Z)) =0. 又 由 (11) 可 得 
Homz(Tors,1(A/1,A),Q/Z)=0 和 Tor4,,(A/I,A) =0. 

故 r. fda A/D <n. 

AD EMC r. fda(A/D=1. Ida CAD. 

类 似 地 ,有 1.fda(A/1)=r. Ida A/D). 

推论 2.2.8 设 A 是 半 局 部 环 , W r. fda (A/J)=1. Ida (A/7)， 
l. fd,(A/J) =r. IdyCA/J), 这 里 7 了 是 环 人 的 Jacobson 根 . 

推论 2.2.9 设 4 是 交换 环 . 则 任意 单纯 4- 模 的 平坦 维 数 等 于 它 
的 内 射 维 数 . 

推论 2.2.10 设 4 是 交换 环 ， 则 单纯 ABMS 是 平坦 的 当 且 仅 当 
S 是 内 射 的 . 

定义 RAEM, 若 每 个 单纯 右 ARR FBR. 则 称 4 为 右 SF- 
K. 若 每 个 单纯 左 4- 模 是 内 射 模 ， 则 称 4 为 左 V- 环 . 

推论 2.2. 11 设 4 是 半 局 部 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) A 是 右 SF- 环 ; 

Gi) 4 是 左 V- 环 ; 

GD 4 是 半 单 环 ; 

Gv) J 是 内 射 左 人 - 模 , 这 里 /了 Æ A BY Jacobson  . 
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WA OSGi 由 推论 2.2.8 知 成 立 是 显然 的 . 

GDG 因 4 是 左 V- 环 , W J=0. KABLER. 

GD > GD AMGI> Gv ME BAN . 

(iv) 二 Gii) HIER 0>J>A>A/J>0 AJ BARE, 得 A 二 
J 中 4/7. 但 J 是 多 余子 模 , 于 是 得 J=0. 故 A 是 半 单 环 . 

我 们 还 可 以 把 定理 2. 2.7 给 予 推广 . 

定理 2.2.12 设 4,T 是 交换 环 ,yq: A>r EWES, E E 
Cr 的 内 射 余生 成 元 , 则 {fdsTT=IdsE. 

证 明 由 于 

Ext (A,E)Ext(A,Homr(T,E)) 
=Hom;(Tor4(A.T).E), 

这 里 4 是 任意 AK, HEB Op 的 内 射 余 生成 元 ,因此 Exti(A.E)= 
OSTori(A,P)=0. 于 是 得 I1d4E=fdiT. 

推论 2.2.13 WeA-l KAA. THC, 的 内 射 余 生成 元 , 则 
fdaT=1dsT. 


2.3 环 的 整体 维 数 和 弱 整体 维 数 


本 节 应 用 模 的 维 数 定义 环 的 几 类 维 数 . 

定义 RAEM. > 
l. gl. dimA=Sup. l. pdsA ,VY AE Eh, 
r. gl. dimA= Sup. l. pd,A V ACESS. 


把 1. gl. dim A Ñ r. gl. dim A 分 别 叫 做 环 A 的 左 整体 维 数 和 右 整 体 维 
数 . 
环 的 左 、 右 整体 维 数 并 不 一 定 相 等 . 如 果 相 等 , 这 时 其 左 、 右 整体 
维 数 的 值 称 为 整体 维 数 , 记 为 gl. dimA. 
对 于 平坦 维 数 ,由 定理 2. 2. 1, 得 
Sup. l. fda A =Sup. r. fd,B. 


i zR 
AE 2A Bee, 


定义 BARK, Sup. |. fd.A MSup.r. fdaB 的 公共 值 叫做 环 
acet Bez? 
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A 的 弱 整 维 数 , 记 作 W. gl. dimA. 

由 定义 知 ,W. gl. dimA<min(l, gl. dimA, r. gl. dimA}. 

定理 2.3.1 设 A 是 环 , n( 之 0) 是 整数 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) Lgl. dimA<n; 

Gi) pdA<n, A ÈE f. g. £ AK; 

Gii) Exty'(A,B)=0, Y A,BE Gi; 

Gv) l. pd A/D Sn, LEM 4 的 任意 左 理想 ; 

(v) IdA<n, Y AE Ei. 

EH 2.3.2 设 A4 是 环 ,n( 宇 0) 是 整数 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 ; 

G) W. gl. dimA<n; 

Gi) Tory*!(A,B)=0,V AC Sk, BES; 

Gii) fd(A/D<n, 了 是 A 的 任意 左 理想 ; 

Gv) fd(A/D<n, 7 是 A 的 任意 f.g. 左 理想 . 

GR, 定理 2.3.2(Gii),(iv) 中 , 取 了 是 44 的 任意 (f.g. ) 右 理想 也 
RL. 

以 上 两 个 定理 的 证 明 可 以 参考 文献 [101] 和 [75]. 

下 面 ,介绍 一 些 换 环 定 理 . 

定理 2.3.3 设 4 是 环 ,A 是 4 的 一 个 正规 .正则 、. 非 单位 元 . 车 
l. gl. dim(A/AA)<co, 则 1. gl. dimASI. gl. dim(A/aAA) +1. . 

证 明 由 定理 2.1.7 可 直接 推 得 . 

定理 2.3.4 ABA Noether FH, ACA HEM. EWC. HAE 
JCA). 41. gl.dim(A/AA)<oo, M 1. gl. dimA=l1. gl. dim(A/AA) +1. 

证 明 由 定理 2.3.3, 得 1. gl. dimA 之 1 gl. dim(A/AA) +1. Rit 
来 , 设 4 BER ig. EAR, ig n=l. gl. dim(A/AA). WẸ pdA<1, 
TR pdA<n+1. 如 果 pdA>1. 作 正 合 列 0O>K->F>A>0, 其 中 下 
是 具有 有 限 基 的 自由 左 4- 模 . A AZ Noether 环 , 故 天 是 fg. 的 . 
由 定理 2.1.9 Mo pdaK =pdaa(K/AK) <n. 于 是 由 定理 2.1.2, 得 
pd4 委 十 1， 又 由 定理 2.3.1, 得 1. gl. dimA<n+1. 

定理 2.3.5 设 7 是 环 4 的 理想 ,了 是 投射 左 A- 模 , 且 对 某 个 n 有 
r= rt", W l. gl. dim(A/D EI. gl. dimA+2(a—1). 
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证 明 由 定理 2.1.11 可 直接 推 得 . 

定理 2.3.6 设 了 是 环 4 的 理想 ,7 是 平坦 右 AR, 且 对 某 个 n 有 
T=, WW. gl. dimCA/D<L. gl. dimA+ (n—1)l. pda +2(n—1). 

证 明 由 定理 2.2.6 可 直接 推 得 . 

现在 ,介绍 文献 [79] 中 的 换 环 定理 . 

定理 2.3.7 设 了 是 环 4 的 一 个 理想 , 若 

G) 了 是 寡 零 的 ， 


Gi) A 是 左 Noether 环 和 IGJ(A), 
则 l. gl. dimA<L. gl. dim (A/D) +r. fd,(A/D). 

首先 , 我 们 证 明 一 个 命题 . 

命题 2.3.8 设 了 上 是 环 4 的 一 个 寡 零 理想 ，4 是 左 AR. 若 
Tor#(A/T,A)=0,V n>0, M] pdi4=pdar(4]/74). 

证 明 如 果 pdsr(4/14)=c， 由 命题 2.2.5 知 ,pds4 = 二 0， R 
定 pda: (A/IA) =n <0, WIF n ERFARE. 我 们 先 假定 4/14 是 
自由 左 4/7- 模 , 且 {41E A/14 1i€EX) 是 它 的 基 . $ B= SY) Aa, MB 


+IA=A,I(A/B)=A/B. SAIR, K A/B=0, 即 A=B. 
S F BABA AK, (ei1i€EX) 是 它 的 基 . 定义 8:F 习 A 使 ple)=a， 
Yu. 于 是 得 正 合 列 


0 —K —F +A —>0. (1) 
因 Tor?(A/I,A)=0, 故 由 正 合 列 (1) 诱 导 得 正 合 列 
0 A/IQaK A/IQ4F HS AT iA 0. 


但 lup A/T — AH,  A/T@aK=K/IK=0, BIK=IK. ZAI 
RASH, KK=0. 这 样 便 知 4 是 自由 模 . 
其 次 ,完全 仿照 定理 2.1. 9 的 证 明 , 便 得 到 
pdsA=pday(A/TA). 
推论 2.3.9 i AMA Noether 环 , 了 是 4 的 理想 且 7S.7(C4)，4 
是 f.g. 左 A- 模 , # Tor*(A/I.A)=0.V n>0, Sil 
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pdaA=pda (A/IA). 
现在 我 们 证 明定 理 2.3.7. 
证 明 GR 4 是 任意 左 AB, H r. fdy(A/I =n<co, 作 一 个 左 
4- 模 的 正 合 列 
0 一 X >F, > F > F > A> 0, (2) 
其 中 每 个 F; 是 自由 模 . 由 (2) 式 得 
Tora (A/I,X,)2=Tor4,,, (A/I,A) WV m>0. 
H Fr. fda (A/D =n, 因此 0= Tort n (A/T, A) =Tors (A/T, X,). 这 
样 ，X, 就 满足 命题 2. 3. 8 的 条 件 . 于 是 
1. pd, X,=1. pda. (X,/1X,) <i. gl. dimA/I. 
^ pd ASI. gl. dim (A/I) +n. 
GD 4 RAER f. g. £ AM, r. fda (A/D =n<o, 作 一 个 左 
A- 模 的 正 合 列 
0—>X, >F, > >F>F—>A-0, 
其 中 每 个 F; 是 自由 模 , HF Æ fg 的. 因 A 是 左 Noether 环 , ik Fi 
和 X, 也 是 f.g. 的 , i 二 1,2,…,n 一 1. 再 仿照 (i) 的 证 明 , 由 推论 2.3.9 
便 得 到 


pdaA<l. gl. dim(A/I) +n. 
综合 以 上 讨论 ,得 1. gl.dimA<l. gl. dim(A/I) +r. fda (A/I). 
定理 2.3, 7 中 ,4G) 就 是 Small 定理 1973 F Sandomierski 又 推广 
了 Small 定理 . 
定理 2.3.10(Sandomierski) i 1],,J,,°.7, 是 环 A 的 理想 ,日 
LOLA OLE T-Z., m 
l. gl. dimA<Sup (l. gl.dim(A/J;) +r. fd,CA/I;)}. 
证 明 见 文献 [77]. 
现在 介绍 环 扩张 的 一 个 著名 维 数 公 式 . 
定理 2.3.11 WK ÆT, K iror eorn] Æ K LAREN 
Listos ,Xs 的 多 项 式 环 ， 则 1. gl. dimKLx,.r2.° str ]=n. 
这 个 定理 就 是 著名 的 Hilbert’s Syzygy 定理 , 在 同调 代数 著作 中 ， 
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都 给 出 了 这 个 定理 的 详细 证 明 , 我 们 就 不 再 重复 叙述 了 . 若 A 是 任意 
环 ，Hilbert’s syzygy 定理 就 成 为 : 
l. gl. dimALzi, zs ,X=1. gl. dimA+n. 

最 后 ,我们 应 用 同调 维 数 来 刻 划 一 些 重要 的 环 类 . 

定理 2.3.12 说 4 是 环 , 则 4 是 半 单 的 后]. gl. dim4= 0. 

证 明 若 4 是 半 单 环 , 则 由 定理 1. 5. 18 知 , 每 个 非 零 左 ARH 
是 投射 模 . 故 1. gl. dim4 一 0. 

反 过 来 , 若 1. gl. dimA==0, 则 由 定义 知 每 个 左 4- 模 是 投射 模 . A 
此 A 是 半 单 环 . 

定理 2.3.13 设 4 是 环 , 则 1. gl. dimAX1OA 是 左 遗 传 环 . 

证 明 Æl gl. dimA 达 1, 设 1 是 4 的 任意 左 理 想 ， 则 得 
lLpdCA/D<l. SRA 4- 模 的 正 合 列 0 一 7 一 4 一 4/T 一 0， 由 定理 
2.1.2, 得 

l. pd7 委 1. pd(4/ 站 一 1 委 0. 

故 了 是 投射 左 4- 模 . 因此 4 是 左 遗 传 环 . 

反 过 来 , 车 4 是 左 遗 传 环 , 则 对 于 4 的 任意 左 理想 了 都 是 投射 
Bi. BLA L pd C A/T) <1. 由 定理 2.3.1, 得 1.gl.dim4 委 1. 

EHE 2.3.14 ABH, 则 A 是 VN 正则 环 SSW.gl. dimA=0. 

WRA HAZE VN 正则 环 , 则 由 定理 1.4.13 知 , 每 个 左 A- 模 A 
是 平坦 模 , Bll. fdA=0. tt W. gl. dimA=0. 

反 过 来 , AW. gl.dimA=0, 则 由 定义 知 对 任意 非 零 左 A- 模 A, 
l.fdA=0, B A 是 平坦 模 . 故 AE VN 正则 环 . 

定理 2.3.15 设 4 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) W. gl. dimA<1; 

Gi) 4 的 每 个 左 理想 是 平坦 模 ; 

Gii) 4 的 每 个 右 理 想 是 平坦 模 ; 

Gv) Tort(A,B)=0,Y ACS’, BES. 

WA (全 (iv) 由 定理 2.3.2 知 结论 是 成 立 的 . 

(edi) 由 定理 2.3.2, 得 W. gl. dimA= Sup{]. fd(A/I)|I Æ A 
的 任意 左 理 想 }. 又 因 有 左 4- 模 的 正 合 列 0-I>A>A/I-0, H44 是 
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平坦 模 , 由 定理 2.2.2, 1. fdCA/I)<1. fd +1. 于 是 对 A 的 任意 左 理 
想 了 ,1. fd (A/D) <1 4 H14% 1. fd =0, Bf W. gl. dimA<1 当 且 仅 当 A 
的 每 个 左 理想 是 平坦 模 . 

Medi) 用 类 似 方法 便 知 结论 是 成 立 的 . 

由 定理 2. 3. 15 可 直接 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 2.3.16 it AE, I W. gl. dimA<] 当 且 仅 当 每 个 平坦 
模 的 子 模 是 平坦 的 . 

定理 2.3.17 设 4 是 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 左 半 遗 传 环 ; 

Gi) W.gl.dim4<1, 并 且 , ABARRHE . 

证 明 O>d) 设 7 是 4 的 任意 左 理想 , 则 I=limh, LÆ 
的 任意 f.g. 子 模 . 因 4 是 左 半 遗 传 环 , 故 每 个 1 是 投射 模 . 从 而 是 平 
坦 模 . 所 以 了 也 是 平坦 模 ， 由 定理 2. 3.15, 得 W.gl. dim4 委 1. RA A 
是 左 半 遗传 环 ， 由 定理 1.4.2 知 ,每 个 自由 左 A- 模 的 {.g. 子 模 是 投射 
R, 因而 是 f.p. 的 . 根据 定理 1.3.7 知 , 4 是 左 凝 聚 环 . 

GDG) RIB AMER! g. AH. 因 4 是 左上 凝聚 环 , KI 
是 f.p. 的 . 了 又 因 W.gl.dimA 志 1, 并 由 定理 2.3.15 知 ,7 是 平坦 模 . 
这 样 了 是 一 个 fp 的 平坦 模 . 于 是 由 命题 1. 2. 4(ii) 可 知 了 是 投射 模 . 
故 了 是 左 半 遗 传 环 . 

定义 设 4 是 环 , 4 是 左 4- 模 , PARERA, 即 有 正 合 列 0 一 
A> GAY, WWE 4 ACE BRE . 

WA KA AK, 由 1.1 节 知 4 是 半 自 反 的 当 且 仪 当 门 {Kerh|h€ 
Hom,(A,A)}=0. 因此 , # 4 是 半 自 反 横 , 对 任意 0 六 aE4， 必 存在 
FEHoma(4,4) ,使 f(a) 关 0. 

引 理 2.3.18 设 A 是 整 环 , W 

G) 每 个 半 自 反 AM 4 是 无 挠 模 ; 

Gi) 每 个 f.g 无 挠 人 - 模 是 半 自 反 的 . 

证 明 Gi) 设 zcE4 且 a 关 0, 若 MEA 使 Ma=0. 因 4 是 半 自 反 的 ， 
故 存在 FE Homas(4,4) 使 f(a) 40. FRE 0= fa) =f la), H 
f(a) 关 0. 因 A 是 整 环 , MA-0, 即 4 是 无 挠 模 . 
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GD A 4 是 整 环 , GA ig. KH AR. 由 定理 1.4.5 的 证 明 
A, 4 是 一 个 f.g. 自由 模 的 子 模 , 故 4 是 半 自 反 的 . 

定理 2.3.19 设 A 是 整 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

Gi) A Æ Prüfer #; 

Gi) W. gl. dimA<1; 

GD 每 个 无 挠 左 4- 模 是 平坦 的 . 

证 明 Gi) > Gi) A Prüfer 是 半 遗 传 整 环 ,由 定理 2.3.17， 得 
W,.gl.dim4 委 1， 

(ii)=>(iii) 设 4 是 所 g. 无 挠 4- 模 ,于 是 有 正 合 列 ”0 一 4 一 下 一 
F/A>0, 其 中 Ff 是 自由 模 . 又 由 (ii) 知 :fdGCF/4) 委 1. MH fdA=0, A 
是 平坦 模 . 又 因 每 个 模 是 它 的 f.g. 子 模 的 正 向 极限 , 故 每 个 无 挠 A 
模 是 平坦 模 . 

GDS 因 环 4 的 每 个 理想 是 半 自 反 的 , 由 (iii) 知 它 是 平坦 
BM. KRW. gl. dimA<1. XALLAS 也 是 半 自 反 的 , 故 它 也 是 平坦 模 ， 由 
定理 1.3.7 知 , 4 是 凝聚 环 .又 由 定理 2.3.17 知 ,4 是 半 遗 传 环 . 这 
FE, A 是 半 遗 传 整 环 ， 即 Prüfer 环 . 

最 后 ,需要 指出 的 是 , 若 4A 是 右 Noether 环 , 则 W. gl. dimA= 
r. gl. dimA; 若 4A 是 左 Noether m, 则 W. gl. dimA=1. gl. dimA. 在 第 三 
章 ,我 们 将 证 明 这 个 结果 . 


2.4 Ng 维 数 


Ho KuenNg 1984 年 在 文献 [38 一 39] 中 定义 了 一 种 新 的 同调 维 
数 一 一 Ng 维 数 ,也 称 为 有 限 表现 维 数 . 应 用 这 种 维 数 来 研究 环 和 模 
(特别 是 凝聚 环 ) 是 一 种 重要 方法 . 本 节 主 要 介绍 这 种 维 数 的 基本 性 
Rm, 以 及 Ng. dim 委 2 的 模 和 环 . 本 节 所 指 的 环 均 是 交换 环 . 

定义 ” 设 A 是 交换 环 , A 是 A- 模 . 规定 

Ng. dim, A =Inf (n| WRF EESIN) PrP, —> 
… 一 Po 一 4 一 0, 其 中 每 个 P; BRAK, H Prais 
P, Æ f.g. 的 }， 
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达到 下 确 界 的 上 述 (* ) 正 合 列 称 为 4 的 有 限 表 现 分 解 . 若 对 任意 自 
RR on, 没有 上 面 的 正 合 列 (* ), 规定 Ng. dim,A=oco. 

我 们 把 Ng. dim, A 称 为 模 A 的 Ng 维 数 ,也 称 为 4 的 有 限 表现 维 
$, if f. p.dim,A. 

定义 ” 设 A 是 交换 环 , 规定 

Ng. dimA=Sup{Ng.dimA|A Æ f. g. A- 模 )， 

并 把 它 称 为 环 AW Ng HER. 也 称 为 环 4 的 有 限 表 现 维 数 ， 记 为 
f. p. dimA, 

由 定义 知 ,4- 模 4 EE f.p. ONg. dim, A=0, 并且, Ng. dimA=06 
A 是 Noether 环 . 因此 ,Ng 维 数 可 以 度量 任意 模 与 有 限 表现 模 的 差 
E, 任意 环 与 Noether 环 的 差距 . 

命题 2.4.1 设 4 是 任意 f.g.4- 模 , 则 Ng.dim,A¥1. 


€ 
WEAR Æ Ng.dim,A=1, 由 定义 得 正 合 列 P2>P,>P,-A>0, 
其 中 Pas Pi, P2 是 投射 模 ， H P,P. ff. g. 的 . & K=Kere, 于 是 得 
交换 图 


HH BEA. AP, 是 f.g. 的 , H Kere=Im(P >P), KK Ë 
fg. 的, AK MARA. g W, 故 根据 定理 1.3.1 知 , P, 是 {f.g. 的 ， 
于 是 知 Ng. dim, A<1. 这 与 题 设 相 矛 盾 , W ONeg.dim,A¥1. 

推论 2.4.2 设 4 是 任意 交换 环 , 则 Ng. dimA 关 1. 

命题 2.4.3 任意 f.g. 投 射 4- 模 的 Ng 维 数 为 0, 而 非 有 限 生成 的 
投射 4- 模 的 Ng 维 数 为 1. 

WR 设 已 是 fg. 投 射 4- 模 , WPOP HAY, BPP’ Big. K 
射 模 . 于 是 得 已 的 有 限 表现 分 解 已 一 4 一 P 一 0. 故 Ng. dim,P=0. 

如 果 P 是 无 限 生成 的 投射 模 ， 可 以 作 如 下 正 合 列 
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P, “+P, OP, P,P —>P —0, 
X Æ elr, y)=ysdi (21.2) =z, ,d: (x1) =(2,,0),0V cE Py x EP, 
yEP,Po, P, 是 f.g. 投射 模 . 故 Ng. dimP <1. 又 因 P 是 无 限 生成 的 ， 
Ng. dim,zP40, 故 Ng. dimP=1. 
命题 2.4.4 设 4 是 4- 模 , Æ pdA<n, 则 Ng. dimA<n+1;# 
gl.dimA<n, Mj Ng. dimA<n+1. 
证 明 显然 仅 需 假 定 n< mo. 因 pdA<n, MA 4- 模 的 正 合 列 


dn dl E 
0 —+P, —>P, mP, >P, “+A —>0, 


其 中 每 个 P 是 投射 模 . 若 已 是 fg. 的 , 则 由 命题 2.4.3 知 ， 
Ng. dimsP,=0. 于 是 又 得 到 正 合 列 


Paso Pay OP, yo oP, Ap, SA 一 ”0 ， 
其 中 Patos Pap E f.g. 投射 模 . 因此 Ng. dim, ASn +1. 若 Pan 是 非 有 
限 生 成 的 , 则 Ng. dimsP,=1. 于 是 得 到 正 合 列 


Pye P yy PPP, Ap, 一 4 一 0， 
FO Prees Pario Pr PRA, A Pose, Pride f. g. 的 . 故 Ng. dimA< 
nti. 

现在 ,我们 讨论 交换 凝聚 环 的 Ng 维 数 . 

定理 2.4.5 设 4 是 交换 凝聚 环 ， 则 

gl. dimA=Sup{W. gl. dimA,Ng. dimA—1}. 

证 明 由 2.3 节 知 W. gl. dimA<gl.dimA, FH., 由 命题 2.4.4 
可 得 Ng. dimA—1<gl. dimA. 

下 面 , 仅 需 证 gl. dimA<({W. gl. dimA,Ng. dimA—1}. 

如 果 W. gl. dim4 之 Ng. dimA, 4 W. gl. dimA=n<o. 车 
Ng.dimA=0, Jl] A 是 Noether 环 . 由 2.3 节 知 ,gl. dimA=W. gl. 
dimA. #4 Ng. dimA 头 0, 则 由 命题 2. 4. 1 知 , Ng. dimA 宇 2. 于 是 得 

2<Ng. dimA<W. gl. dimA=n<ico, 
设 A EIEE f.g. AK, 由 于 4 是 凝聚 环 , 因此 必 有 一 个 正 合 列 


dy d 
0 一 Kerd, >P, SP, >>P) >P, >A 0, 
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其 中 每 个 已 是 投射 模 ， 且 Kerd, RAR RAE . 但 W. gl.dimA=n, 
fdA<n, 由 定理 2. 2.1 Ml Kerd, 又 是 平坦 模 . 从 而 Kerd, 是 投射 模 所 
以 pd4 委 2、 于 是 由 定理 2. 3. 1 ,得 gl. dimA<n. 

如 果 W. gl. dimA<Ng. dimA, 4 Ng. dimA=n<co, 显然 n 宇 2. 
MAW. gl. dimA<<n, 故 由 上 面 讨 论 知 ,对 任意 f. g. A-RA, A ApdA< 
n. 因此 gl.dimA<n. 若 gl. dimA=n, 则 gl. dimA>W. gl.dimA. 设 
ABER fg. A, ANg.dimA=n>2, 故 得 到 4 的 投射 分 解 

0 一 P, SP, > +p, Sp, 54-0, 
其 中 P, 是 f.g. 投射 模 . 令 天 一 Kerd, -于 是 得 正 合 列 0 一 已 ,一 已 _， 
+>K,.>0. XA W.gldim4< ma， 故 K, EPR. 由 于 P, ER 
射 模 ,因此 必 存 在 投射 模 Q ,使 P,,@BQ==F, 其 中 下 是 自由 模 . 所 以 ， 
又 有 正 合 列 0 一 已 ,一 下 一 天 :中 Q 一 0,， 且 K DQ 是 平坦 模 . AP, 
是 f.g. , 令 人 v1,v2,… ,vm) 是 它 的 生成 集 ,由 命题 1. 2. 4(ii) 的 证 明 可 知 ， 
必 存 在 A- 同 态 oF >P, E olv) =v, 1 二 1],，2,…, m FRB F= 
已 由 天 DQ. K K ERIR. 从 而 又 得 到 4 的 一 个 投射 分 解 

0O>K, :>P, 7 > P| > Pi > A> 0. 
故 pda4 委 ”一 1. 因此 gl. dimASn—1. 这 就 导出 矛盾 , 所 以 gl. dima< 
Ng. dm 人 4， 

设 4 是 交换 凝聚 环 ,4 EAR, HESJI 
P, >P, +P + A>0 

是 它 的 有 限 表 现 分 解 . 因为 P, ,已 ,是 f.g. 投 射 模 , 4 是 凝聚 环 ， 所 
以 必得 到 模 4 的 一 个 投射 分 解 

eP > Prag Pay > Po >A—>0, (1) 
其 中 PP 都 是 fg. 投射 模 . 我 们 把 (1) 式 的 投射 分 解 称 为 模 
A 的 表示 序列 . 

定理 2.4.6 设 A 是 交换 凝聚 环 , 0-424 S40 是 A- 模 的 
EAJ. $ Ng.dimsA' 二 n' ,Ng.dim,A=n, Ng. dim,A”=n", FEM 
中 两 个 是 有 限 的 , 则 另 一 个 也 是 有 限 的 , 并 且 有 

G) nSup{n’ sn"}; 
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Gi) n"<Supin.n'+1}; 
Gii) n’ <Sup{n n"— 1}. 
证 明 Gi) 车 n,n” 有限 , WA A ,A” 的 表示 序列 


0 
4 
—__- pr e P" d! p" d Pp" € Ar_ .0 
`N 4 
NS 
\ |g 
N, 
NA 
4 
f 
d: d' ' 
— Pi — P P! Pi—*_- 41 —~0 
4 


由 模 的 分 解 性 质 , 必 存 在 4 的 一 个 投射 分 解 
wp, Sp, Sp, Sao, 

其 中 PSPP? i =0,1,2.53€C rz ) Py 
= fe (D tolr, 这 里 oa: PPA 是 由 于 
P" 为 投射 模 , 以 及 右 图 中 行 正 合 , 从 而 得 ý e” 
到 的 A- 同 态 , 它 使 这 个 图 是 交换 的 , 即 e” 
= goo. 由 于 对 任意 m 宇 Sup{n',n"}, Phs 4 4 0 
已 "都 是 f.g. 投射 模 , 因此 POPP, 是 
f. g. 投射 模 . Ek n<Supin’ sn"). 

Gi) En on 有限 , 则 有 A’ ,4 的 表示 序列 ( 见 下 图 ). 

作 A- 模 的 序列 

aP, OP, ee POPP, Salo, 
AX Be" (x) = gelr) dxi ro) =a (a H folz), Y rE Po ro EP,, 
EP 4 i22 tte! rl) = (die) + DT fi Gh ) ,di 
(i VDEPz-EP- BR, e" 是 A- 满 同 态 , 并 且 经 直接 验 
证 可 知 , 这 是 一 个 正 合 列 . 由 于 对 任意 mw 之 Sup {n,n 十 1} ,PP 都 
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ef. g RHR, 因此 P..OP.,.. Æ f g. 投射 模 . BM n"<Supinn'’ +1). 


| 


A" =A/A’ 
EE | 
2 dı E 
———> Py a P, PP, A 0 
Í I fo J 
— P,,!—— — p'ep ep ‘ 0 


类 似 地 ,我们 可 以 证 明 (iii) 也 成 立 . 
推论 2.4.7 i 0 一 K 一 P 一 4 一 0 是 4- 模 的 正 合 列 , 己 是 投射 模 ， 
G) # Ng. dim,A>2. 则 Ng. dim.K =Ng. dim,A—1; 
Gi) # Ng.dim,A<1, 则 Ng. dim,K<1. 
WEAR 由 定理 2. 4. 6, 得 
Ng. dim,K<Sup {Ng. dim,P,Ng. dim, A —1}. 
因 忆 是 投射 模 , 故 由 命题 2.4.3 A, Ng. dimsP<l. MUA 
Ng. dim, A>2, 8 E Ng. dimK <Ng. dim,A—1. 又 因 Ng. dim,A< 
Sup (Ng. dim,P,Ng. dim, K +1} = Ng. dim, K +1, & Ng. dim,K = 
Ng. dim, A—1. 至 于 第 二 个 结论 成 立 是 显然 的 . 
定理 2.4.8 设 A 是 交换 凝聚 环 , 则 
Ng. dimA=Sup{Ng. dim, A |A 是 循环 A- 模 }. 
证 有明 4 n=Sup(Ng.dim,A|A 是 循环 A-H), Mj Ng. dimAz=n. 
反 过 来 , BE n<oH nl, A 是 任意 {f.g. 模 ，{al,as,…,a,) 是 
CHERE. 对 mx 作 数 学 归纳 法 . A m=1, WA Ng. dim, AS. Æ 
m>1, 作 正 合 列 OK > AMS A+0, EH ple) = ani =l, 2 1 
{eis estts em) 是 A EE. 因而 ,由 定理 2.4.6, 知 Ng. dim,A< 
Ng. dim,K +1. 我 们 又 作 正 合 列 
OLA"? Aa, + Aa, +++ Aa, 0. 
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显然 LCK. & K=K/L, F=A™/A"?,A=A/CAa, + Aap ter + 
Aani) AME EEJ] 0>K—>F>A>0. # Ng. dimA=0, W A Æ 
f.p. 的 ,天 为 自由 模 下 的 fg. 子 模 . 但 A 是 凝聚 环 , 由 定理 1. 3.7, K 
也 是 所 p. 的. 因此 Ng.dimK=0. 另外 , 若 Ng. dima(Aai 十 Aas 十 … 十 
4a。，i) 一 0, 则 又 有 Ng. dim,L=0. 于 是 由 正 合 列 0 一 工 一 开 一 开 一 0， 
得 Ng. dimsK = 0. 故 Ng. dim,A <n. 若 Ng. dim, (Aa, + Aa,+ °° 
十 4a-;) 天 0, 因 它 是 有 限 生成 的 , 且 生 成 元 的 个 数 小 于 m, 则 由 归纳 法 
假设 和 命题 2.4.1, 得 
2<Ng. dim; (Aa, + Aa, + +2 + Aan) <n. 
因而 又 知 Ng. dim,L<n—-—1. 于 是 得 Ng. dimsK Sn — 1. 所 以 
Ng. dim,sASn. 其 次 , FNg.dimALS1, Wj 
2<Ng. dimsA<n, 
因此 Ng. dimaK =Ng. dim,A—1<n—1. 仿照 上 面 讨论 ,我 们 又 可 以 
得 到 Ng. dimaL=0 Ng. dimsL<n—1. 所 以 Ng. dim,A<n. 
综合 以 上 讨论 , AnSl 时 , YA Ng. dimA=n. 

最 后 , 若 ”一 0， 则 每 个 循环 A- 模 都 是 有 限 表现 模 ， 因而 每 个 {. g. 
模 是 有 限 表现 的 . 故 Ng. dimA=0. 

推论 2.4.9 设 A 是 交换 凝聚 环 ,n 宇 2, 则 

Ng. dimA=n@Sup (Ng. dimal |I 是 A 的 非 f.g. 理想 } 二 nn 一 1. 

下 面 我 们 讨论 Ng. dimA=2 HH, 这 里 4 不 一 定 是 凝聚 环 . 

EX 设 A 是 交换 环 , 4 是 A- 模 , HA=A'OA", 其 中 A'i. p. 
的 , A" 是非 f.g. AR. WE 4 为 几乎 有 限 表现 的 , 记 作 a.f.p.. 

定理 2.4. 10 设 A 是 交换 环 , 且 4 上 每 个 投射 模 是 自由 的 . 4 是 
A- 模 , Ng. dim,A=1, NJ A Æa. f.p. W. 

证 明 由 于 Ng. dims4 二 1, 因此 可 以 得 到 一 个 4- 模 的 正 合 列 
0+K>F +A>0, 其 中 下 是 投射 模 , K Æ f p 的 . 根据 题 设 知 ,，F 
是 自由 模 . Se lel FE, {如 ,k,,…,k,} 是 的 生成 元 集 ， 则 
kj 二 5 Njiei, 其 中 Ay. S (eisers tt sen FE Ry host? Rn} PREP ICR 
RRR le liE 7 的 线性 组 合 中 出 现 的 e; 的 全 体 . aS gle), a. = 
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ler), ,a,=9e,), H BH asaza, 生成 的 4 TFE, HR e 
在 2 下 的 象 生成 的 4 的 子 模 记 为 C, 于 是 得 4 二 B 十 C. 

车 ha tee + Ana, = Ag ang tot FA sn sss X E ann = Pleni) 
errang = Plen) A anais d+ EC, Wi Ae; ter +A, — Anaien F 
mA en JEK. Abe Bee. .e 的 线性 组 合 . 而 下 是 自由 模 ， 
BOA =H HA = 0. Alt BNC=0, BA=BOC. 其 次 ,又 有 正 合 列 
0—>K— leises" 56, ~B-0, MBH Ep. Bw. 另外, A Ng. dim,A= 
LAE f.g., MF Ef. g.. PTL Cle |i OL i7A1L,2 mn AE f. 
g 自由 模 . 

推论 2.4.11 WAR AE, I 

Gi) 车 4A 是 局 部 环 , 且 Ng. dim,A=1, 则 4 是 a.f.p.; 

Gi) 若 4 是 凝聚 环 ,4 是 a.f.p.， 则 Ng.dim,A=1; 

GD A A 是 凝聚 局 部 环 , 那么 A Ea. f.p. ONg. dim,A=1. 

证 明 G)》 因 局 部 环 上 的 投射 模 是 自由 模 , 由 定理 2.4.10 知 ，4 
是 a.f{.p.. 

Gi) AIR A=A'OA", A Æ fp. W, 4 是非 f.g. 自由 模 . 根 
据 命 题 2.4.3 Ml, Ng. dim,A"=1. 另外 Ng. dimA’=0, 于 是 得 
Ng. dim,A=1. 

GID 由 (iD 和 (ii) 便 知 结论 (iii) 成 立 ， 

推论 2.4.12 没有 Ng 维 数 为 2 的 凝聚 局 部 环 . 

证 明 WẸ Ng. dimA=2, 因 4 是 凝聚 环 , 由 推论 2.4.9 知 , 存 
在 4 的 非 f.g. 理想 7, 使 Ng. dims1 二 1. 又 根据 定理 2.4.10, 可 得 了 一 
BOC, B Èf p. H.C MAR ig 自由 模 . Æ lesest) EC 的 基 , 因 
ee € Ae, N Ae=0, Mee, =0. 因而 e=0.V i 了 关 1. Xi, C= <le). 于 
是 导出 矛盾 , 故 Ng. dimA 关 2. 

推论 2.4. 13 设 A 是 遗传 环 , 车 4 不 是 Noether 环 , 则 4 不 是 局 
部 环 . 

证 明 因 4 是 遗传 环 , 故 4 是 凝聚 环 . 如 果 A 是 局 部 环 , 由 推论 
2.4.12 知 , Ng. dimA¥#2. XA APE Noether 环 ， 故 Ng. dimA 关 0. 
由 推论 2.4.2 知 ， Ng.dimA1. 故 Ng.dim4 之 3， 

89 


另外 , 因 4 是 凝聚 环 , 由 定理 2. 4. 5 ,得 
gl. dimA=Sup{W. gl. dimA,Ng. dimA—1}=2. 

但 4 是 遗传 环 , 根据 定理 2.3.13 Ao gl. dimAC]. 这 就 导出 矛盾 , 故 
4 不 是 局 部 环 . 

由 推论 2.4.13 知 , 遗传 局 部 环 必 是 Noether 环 . 

命题 2.4.14 设 4 是 交换 环 , S 是 4 的 乘法 封闭 集 ，4 AK, 
则 Ng. dim,A=Ng. dim,,As,Ng. dimA> Neg. dimAs. 

证 明 仅 需 讨论 Ng. dimy,A=n<co, > 

Pio? P, >P > Py AO 
是 4 的 有 限 表 示 分 解 , 于 是 得 正 合 列 
CP DP) (Pi)> (Po).—>A,>0. 

由 于 PaPa Big 投射 模 ,因此 它们 的 分 式 模 CP,.,),,(P,), 也 是 
f: g. 投射 模 . AK Ng. dims Asa. 

HK B Æ fg As- 模 , 则 必 存 在 f.g. 4- 模 C, 使 得 Cs=B. 因 此， 
Ng.dimaB= Ng. dimaCs<Ng. dimsC. 所 以 Ng. dimASNg. dimAhs. 

命题 2.4- 15 设 A 是 交换 环 , 如果 Ng. dimA=2, H Ar 是 凝聚 
HY P€ Spec(A),#B A A 不 是 Noether 的 ,而 Ap 是 Noether 环 ， 
Y P€Spec(A). 

WEAR A Ar 是 凝聚 局 部 环 ,由 推论 2.4.12 知 ,Ng. qim4r 天 2.， 又 
因 Ng. dimA 二 2， 由 命题 2.4.14, 得 Ng. dimAp<1. 但 Ng. dimAp+ 
1, 故 Ng. dimA,p=0, Bil Ap 是 Noether 环 . 

其 次 , 若 4 是 Noether I, Ml) Ng. dimA=0. 从 而 由 题 设 知 4 不 是 
Noether 环 ， 

推论 2.4.16 设 4 是 交换 凝聚 环 ， 且 Ng. dimA=2, M 4 不 是 
Noether 的 , mi Ar Æ Noether 环 , Y P©Spec(A). 


2.5 FP- 内 射 维 数 和 f.p. gl. dim #8 


FP- 内 射 维 数 是 Stenstr6m 于 1970 年 在 文献 [81] 中 提出 的 , 这 种 
维 数 与 FP- 内 射 模 有 着 密切 的 联系 . 本 节 先 介绍 FP- 内 射 模 及 其 基本 
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EE, 然后 讨论 FP- 内 射 维 数 ,f. p. gl. dim 维 数 以 及 由 FP- 内 射 模 决定 
的 一 类 环 -GQF- 环 . 

定义 设 4 是 环 , 4 是 左 A- 模 , AMER ip LAR BRA 
Ext,(B,A)=0, 则 称 A 为 FP- 内 射 模 . 

FP- 内 射 模 也 就 是 绝对 纯 模 ，Megibben 在 文献 L61] 中 首先 使 用 这 
种 模 来 讨论 半 遗 传 环 , 对 研究 凝聚 环 、FP- 内 射 模 也 起 着 重要 作用 . 

显然 ， 内 射 模 是 FP- 内 射 模 . 

定理 2.5.1 设 4 是 左 4- 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 FP- 内 射 模 ; 

Gi) Æ K Æ f.g. A h£ AHF Wig. FR, 则 对 任意 AMA 
f: K>A, DE A- 同 态 了: F>A, 使 得 下 图 是 交换 的 . 


K Inc F 
7 


0 


Gil) 每 个 正 合 列 0+ A> B>C—0 是 纯 的 ; 
Civ) 存在 一 个 纯正 合 列 0 一 4 一 4A' 一 A”>0, 其 中 4' 是 FP- 内 射 . 
证 明 Gi) => Gi) 用 Exts( 一 ,4) 作 用 于 短 正 合 列 0 一 开 一 下 一 
F/K>0, 得 正 合 列 
0O—>Homa(F/K,A)—>Homs(F ,A)~Hom,(K , A) > Ext)(F/K ,A). 
AF/K 是 f.p. 的， AUER. Exth(F/K,A)=0. & f: K>A 可 扩张 
为 了: FA. 
GDG) B B EIE f.p. £ A4- 模 ,于 是 得 正 合 列 0 一 天 一 下 一 
B>0, HPF Eig 自由 模 , 玉 是 人 fg. 的 . 从 而 又 得 正 合 列 
0—>Homs(B,A)—Homs(F ,A)—>Homa(K,A)—>Exty(B,A)—0. 
Hh GD Homu4(F,A4A) 一 Homs(K,A) 是 满 同 态 , 于 是 Ext, (B,A)=0. 
故 A 是 FP- $R. 
M>) DBR fp £ AK, HG) A Extih(D,A)=0. 
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因而 由 正 合 列 0 一 4 一 8B 一 C->0 BIER FI 
0~Hom,(D,A)~Hom,(D,B)—~Hom,(D,C)—>0. 
并 由 定理 1.2.6 知 (让) 成 立 , 

Gid=>Gv) 把 4 工人 一 个 内 射 模 五 中 ,于 是 得 正 合 列 0 一 4 一 匹 
>E/A>0. 由 (iii) 知 这 个 序列 是 纯正 合 的 . NAKA E 必 是 FP- 内 
射 模 , 故 (iv) 成 立 . 

(iv) 坟 4)》 设 B 是 任意 f.p. 左 AB, HFF] 0 一 A 一 A' 一 A”>0 
是 纯正 合 的 ，4' 是 FP- 内 射 模 . 由 Exta(B, 一 ) 得 正 合 列 

0—Hom, (B, A)—Hom,(B,A' )>Hom,(B,A")>Ext)(B, A) 

Ext} (B, Al), 
因 A' 是 FP- 内 射 模 , 故 Ext)(B,A')=0. 又 因为 0 一 4 一 4 一 4 >0 纯 
IES, 由 定理 1.2.6 M,Hom,(B,A')>Hom,(B, A”) BRA, 所 以 
Ext)(B,A)=0, Bl 4 是 FP- 内 射 模 . 

由 定理 2. 5.1 知 , 模 4 是 FP- 内 射 的 当 且 仅 当 4 是 绝对 纯 的 . 

命题 2. 5.2 设 A4 是 环 , (4;|4; 是 左 A- 模 ,i€E71}), 则 
Jle ADe 1A) Æ FP- IRSA A 是 FP- 内 射 模 ( 文 献 [47] 中 
的 引 理 2. 1). 

定义 RAKE AK, id 

l. FP-Id,A = Inf {n |Exts*'(B,A)=0,Y f.p. Æ A-## B}, 
并 把 它 叫 做 模 4 的 左 FP- 内 射 维 数 ,如果 这 样 的 不 存在 , 规定 
l. FP-Id,A =o. 

模 4 的 左 FP- 内 射 维 数 也 称 为 4 的 左 纯 维 数 ， 记 为 
l. pure. dim,A. 

同样 ,可 以 定义 右 4- 模 的 右 FP- 内 射 维 数 . 

显然 ,1. FP-Id,A=00CA 是 左 FP- 内 射 模 . 

定义 i AH, 记 1.FP-l dimA=Sup({l. FP-Id,A,V ACZEL), 
并 把 它 叫 做 环 4 的 左 FP- 内 射 维 数 . 

环 的 左 FP- 内 射 维 数 也 称 为 环 4 的 纯 维 数 , 用 1. pure. dimA Æ 
示 . 同样 ,可 定义 环 4 的 右 FP- 内 射 维 数 , wA r. FP-L dim. 
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与 环 的 FP- 内 射 维 数 有 密切 联系 的 是 f.p. gl. dim 维 数 ( 见 文献 
[60]). 

EX RAEM, 定义 

lL. f. p. gl. dimA=Sup{l. pd, A| A CES f. p. £ 4- 模 }. 

如 果 考 虑 右 AB. IAE NX r. f.p. gl. dima. 

命题 2.5.3 设 4 是 环 , 则 

G) W. gl. dimA<cr. FP-I. dimA<r.f.p.gl. dimAxcr. gl. dimA; 

Gi) W. gl. dim ASI. f. p. gl. dimA<I. gl. dimA. 

证 明 G) Wr. FP-I. dimA==n, 如 果 W. gl. dimA>n, MBE 
2. 3.2 知 , 存 在 左 4- 模 4 F A AS fg. ARBRE Tor (A/T. AF 
0. A Q/Z 是 内 射 Z- 模 , 这 里 @ 是 有 理 数 环 , Z 是 整数 环 ， 故 得 

Ext,” (A/I, Homz(A,Q/Z))=œ=Homz (Tory (A/I, A),Q/Z). 

Al Tor CA/I, A) #0, H QZ EAH AE Ms. kk 
Homz(Tor !}(A/I,A),Q/Z) Æ 0, 所 以 Ext’?! (A/T, Hom; (A, 
Q/Z))4#0, H. A/I Æ f.p. 的. AIE r. FP-IdsHom;(A,Q/Z) n+. 
ik Sr. FP-L. dimA=n #7 JA , 故 W. gl. dimA<r. FP-I. dimA. 

其 次 , 2 r.f. p, gl, dimA=n, WHE f.p. A AK B AA A-B A, 
使 得 Exth(B,A)A0, FARMER f p. € AEC, BA Ext (C, D) 
=0, Hp D 是 任意 右 AK. 所 以 , r.FP-I.dim4 委 ”至 于 最 后 一 个 
不 等 式 成 立 是 显然 的 . 

GD 由 定理 2. 3. 2 直接 得 到 第 一 个 不 等 式 . 

命题 2. 5.4 设 4 是 左 凝 聚 环 , Aff. p. ZAK, Mj fdA=pdA. 

WA 因 投 射 模 是 平坦 模 , fd A<pdA. MIR, 设 fdA=n< 
oo, HA Ef p. H, 故 得 正 合 列 0 一 天, 一 Fo 一 4 一 0， 其 中 Fo Eig. 
自由 左 4- 模 , 天 , fg. AAR. 因 4 是 左 凝 聚 环 , 故 由 定理 1.3.7 
知 , K, HE fp. 的 . 因此 又 存在 正 合 列 0 一 K, 一 Ff 一 Ki 一 0, HPK, 
Æ f.p. AF 是 自由 模 . 这 样 继续 下 去 ,我 们 可 以 得 一 个 正 合 列 0 一 
K, =F, >F >A>0, HPP FP RABE, K, Æ fp H. X 
Al fdA=n, 并 由 定理 2. 2. 1 知 K, 是 平坦 模 , 故 天, 是 f.p. 平 坦 模 . 它 
必 是 投射 模 , 故 pdA<n. 
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对 右 凝聚 环 也 有 类 似 的 结果 . 
定理 2.5.5 BARAER. Ml 
W. gl. dimA=r. FP-I. dimA=r. f. p. gl. dimA. 
如 果 A 是 左 凝聚 环 , WA W.gl.dimA=L f.p. gl. dim. 
证 明 由 命题 2.5. 4.79 
r.f. p. gl. dimA =Sup({r. pd,d=r. fda414 是 任意 {.p. 右 A-H) 
<W. gl. dimA. 
又 由 命题 2. 5. 3, 得 
W. gl. dimA=r. FP-I. dimA=r. f. p. gl. dimA. 
类 似 地 ,可 以 推 得 第 二 等 式 . 
推论 2. 5.6 设 A 是 环 , 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
G) W. gl. dimA=0; 
Gi) |. f. p. gl. dimA=0; 
Gii) r. f. p. gl. dimA=0; 
Gv) r. FP-I. dimA=0. 
证 明 由 命题 2.5.3， 仅 需 考 虑 W. gl. dimA=0. 由 定理 2. 3. 14 
知 , A 是 VN 正则 环 . 又 由 定理 1. 3.7 和 定理 1.4.15 知 , 4 是 左 ( 右 ) 
凝聚 环 ， 于 是 根据 定理 2. 5.5 知 ,(ii) Gii), Gv) FRI. 
推论 2.5.7 设 4 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) r. f. p. gl.dimA=1; 
Gi) r. FP-I. dimA=1, H A 是 右 凝聚 环 ， 
GD 4 是 右 半 遗传 环 , 但 不 是 VN 正则 环 . 
证 明 OSD 设 了 7 是 环 4 的 任意 f.g. AMM. 于 是 得 正 合 列 
0+I>A>A/I>-0. 因而 对 任意 右 4- 模 4, 又 有 正 合 列 
.-—>Ext} (A/I, A)—>Ext} (4, A)> Ext, A) 
—Exti(A/I,A)>. (1) 
由 于 r.f.p.gl.dimA=1, H A/I Æ f.p. i. 因此 得 Exti(A/1,A)=0. 
另外 As 是 投射 模 , Exti(A,4)=0. 代入 正 合 列 (1), 得 Exh, A) = 
OVA. 所 以 了 是 投射 模 . 因而 4 是 右 半 遗传 环 .又 由 定理 2.3.17 
H, 4 是 右 族 聚 环 ， 再 根据 定理 2.5.5, 44 W. gl. dimA=1. 所 以 A 不 
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是 VN 正则 的 . 

GDG A Gi) A, W. gl. dimA=1,H ARARA. 又 由 定 
理 2. 5. 5,44 r. FP-I. dimA=1. 

GDS O 直接 由 定理 2. 5. 5 HER. 

定义 RAEM, 定义 

1. f. W.dimA=Sup({l. fd,A|A 是 左 A- 模 , l. fd 4<}; 

1. f. FP-I. dimA=Sup (l. FP-Id,A|A 是 左 A- 模 , l. FP-Id,A<oo} ; 

1.f.f.p.dimA 二 Sup{l.pdn414 Æ f. p. Æ A- 模 , l. pda A<}. 

对 右 AR, ÆN r.f. W. dim, r.f. FP-I. dim, r. f.f. p. dim. 

命题 2.5.8 设 4 是 环 , 则 

G) 1. £. W. dim A<r. f. FP-I. dimAxr. f. f. p. dimA, 

1. f. W. dim ASI. f. f. p. dim A. 
车 对 任意 循环 {.p. 左 AR A BA fdA<co, W 
W.gl.dimA=l.f. W. dimA. 
Gi) AA RARR, 
l. £. W. dimA=r. f. FP-I. dimA=r. f. f. p. dimA. 

证 明 O 仅 需 证 最 后 一 个 不 等 式 ， 首先 , 由 定义 得 1.{. W.dimA 
<W. gl. dimA. 其 次 由 定理 2.3.2， 得 

W. gl.dimA=Sup (1. fda (A/D) |I 是 4 的 任意 {.&g. 左 理想 }. 
因 A/T VG. 故 由 题 设 知 ,l. fda A/D. 于 是 得 

W. gl.dimA<I. f. W. dimA. 

故 W. gl. dimA=1.f. W. dimA. 

至 于 (i) 中 其 余 不 等 式 和 (ii), 可 仿照 命题 2. 5. 3 和 定理 2.5.5 的 
证 明 推 得 . 

KF f.f. p. dim 维 数 , 我 们 将 在 第 四 章 进一步 讨论 . 下 面 研究 正 
则 模 是 FP- 内 射 模 的 环 . 

定义 EARM, 若 正 则 模 ,54CAi) 是 FP- 内 射 模 , 则 称 环 4 是 左 
( 右 ) 自 FP- 内 射 的 . 

命题 2. 5.9 设 4 是 左 凝 聚 环 ，4 是 左 A- 模 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 
的 : 
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G) 1. FP-Id,A<n; 
Gi) Ext} (B, A)=0, B 是 任意 {.p. 左 AB; 
Gii ExtAt (A/I, A)=0, 7 是 4 的 任意 f.g. 左 理想 ; 
Gv) 车 对 任意 左 A- 模 的 正 合 列 
0>A>E,>E,-> +> E, 0, 
其 中 每 个 E 是 FP- 内 射 模 , 0O<i<n—1, 则 E 也 是 FP- 内 射 模 . 
WA Gi) 对 作 数 学 归纳 法 . 当 n=0, 结 论 成 立 是 显然 
的 . #n=1, 当 1.FP-1d44 二 1 时 , 由 定义 知 对 任意 f.p. 左 A-M B, 
由 有 Exti(B,A)=0. 当 1.FP-Idi4=0 时 , 因 4 是 左 凝 聚 环 ， 故 得 左 
A- 模 的 正 合 列 O>K>F>B>0, Hp F Ef g. HBE, K Ef. p. H. 
因而 又 得 正 合 列 
Exty(F,A)-—>Ext\(K,A)-»Exti(B, A)—>Exti(F ,A). 
由 于 天 是 自由 模 ,Exti(F ,4) 一 Ext3(F,A) 一 0, 因此 得 
Ext (K. A) Ext (B, A). 
因 l. FP-Id,A=0, 故 Exth(K,.A)=Ext,(B,A)=0. 现在 假定 n>1, 
# 1.FP-Id,A=n, WG BARRY. 41. FP-Id,A<n—-1,2 BRIER 
f.p- 左 4- 模 , 由 于 4 是 凝聚 环 , 因此 又 有 左 4- 模 的 正 合 列 O-+K>F 
一 B 一 0, 其 中 五 是 f.g. AH, K Ef p HEHEA 
Ext '(B,A)Ext’(K ,A). 
于 是 由 数学 归纳 法 假设 ,得 Ext*(K,A)==0. W Exti (B, A)=0. 
GDG 结论 成 立 是 显然 的 . 
GDCD 设 B 是 {.p. 左 A- 模 , 对 B 的 生成 集 所 含 元 素 个 数 作 
数学 归纳 法 . 
S {bibr ,bmn} 是 BN TERR. B= (b> BM TR. A 
A4 是 左 凝 聚 环 ,B E fp. W, i B'SA, 了 是 4 的 一 个 {.g, 左 理想 . 
H GIDA Ext 入 :!(B 4) 一 0. 考虑 正 合 列 0O>B'>B>B/B'>0, AA 
是 左 凝聚 环 , 故 B/B' 为 f.p. 的 , 它 的 生成 元 个 数 小 于 m. 由 归纳 法 假 
设 得 Ext*+1(B/B',A)==0. 于 是 又 由 正 合 列 
Ext" (B/B' ,A)>Exty'(B,A)>Exti'(B',A), 
得 Ext’! (B, A)=0. 
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GDG AA 人- 模 的 序列 
0—>A>EE—>.…—E,—0 (2) 
正 合 , 其 中 每 个 £;(0 志 i 二 n 一 1) 是 FP- 内 射 模 . 令 B 是 任意 f.p. 左 
4A- 模 ， 由 (0) 过 (i) 的 证 明知 ,Ext*(B,E) 二 0,Y m>0, 0 人 1 人 nn 一 1. 
因此 由 (2) 得 
Ext"'!(B,A)=Ext)(B,E,). 
于 是 由 (ii) 得 
Ext; !(B,A)=Ext)(B,E,) =0. 
故 E, 是 FP-A RE. 
Gv>G) EA A- 模 的 正 合 列 
0>A>Eo>E>:…—>E,—0, (3) 
其 中 E Eo En EAS, 因而 也 是 FP- 内 射 模 由 (iv) 知 E, 是 
FP- 内 射 模 , 于 是 对 任意 f.p. 左 A- 模 B, 由 正 合 列 (3) 得 
Ext, (B, A) 守 Exta (B, E,). 
LA E, 是 FP- 内 射 模 ,于 是 得 
Ext*!(B,A)=Exty(B,E,)=0. 
所 以 ,1. FP-Id,A<n. 

引 理 2.5.10 设 和 4 是 左 凝聚 环 且 是 左 自 FP- 内 射 的 , 则 每 个 平坦 
A 4- 模 是 左 FP- 内 射 模 . 

证 明 设 U 是 平坦 左 A- 模 , 作 正 合 列 0 一 K 一 fF 一 U 一 0, KP F 
是 和 白 由 模 . 因 F=,A° A.A 是 FP- 内 射 模 , 故 由 命题 2. 5.2 知 , 下 是 
FP- 内 射 模 XA U 是 平坦 模 ， 由 命题 1.2.5 知 ， 序 列 
0>+K>F>U>08 SERN. A F 是 FP- 内 射 模 . 应 用 定理 2.5.1, 则 
K 是 FP- 内 射 模 . 于 是 根据 命题 2. 5. 9 A, U 是 FP- 内 射 模 . 

定理 2.5.11 设 A4A 是 左 和 右 凝 察 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) A 是 左 自 FP- 内 射 的 ; 

Gi) 每 个 FP- 内 射 右 A- 模 是 平坦 模 ，; 

GD 每 个 内 射 右 ARE PIA. 

证 明 OSG) 设 忆 是 FP- 内 射 右 AER, A BIER f p. & A- 
模 . 因 A 是 右 凝聚 环 , 故 由 对 偶 公 式 得 
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Hom; (Ext)CAsU) .Q/Z)2=Tor}CA,Hom:;(U ,Q/Z)), (4) 
Ht Q 是 有 理 数 域 ,Z 是 整数 环 . AU Æ FP-AR.ExtiCA.U)=0, & 
(4) 式 两 端 等 于 零 . 于 是 得 
Tor*(A.Hom,(U ,Q/Z))=0. 
记 U* =Hom,(U,Q/Z), WU FWA AR. 因 4 是 左 凝 聚 左上 自 
FP- 内 射 , 故 由 引 理 2. 5. 10 知 ，[ 是 FP- 内 射 模 . 但 是 ， 对 任意 f. p. 
ZARB, XA 
Ext (BU * )&Homz (Torf (U ,B),Q/Z). (5) 
AU’ FP- 内 射 ， 故 (5) 式 两 端 等 于 零 . 又 因 QZ 是 内 射 余 生成 元 ， 
故 Tort(U,B)=0. 因而 U 是 平坦 模 . 
GDCD 结论 显然 是 成 立 的 . 
GDG) 设 和 A 是 任意 f.p. 左 A- 模 , 令 C RRL oS 内 一 个 
内 射 余 生成 元 . A 4 是 左 凝聚 环 , 故 得 
Tort(C,A)=Tort(Homa(A,C),A)Hom (Exth(A,A),C). 
并 由 Gi) 知 Torf(C,A4A) 二 0. 因而 
Homa(Exti(A,A),C)=0, 
且 C 是 内 射 余 生成 元 , 故 Exth(4,4)==0. 因此 A 是 左 自 内 射 的 . 
定义 RAEM, 若 每 个 左 ( 右 )4- 内 射 模 是 平坦 模 ， 则 称 4 为 左 
( 右 )IF- 环 ( 见 文 献 L47]). 
由 定理 2. 5. 11 知 , 若 4 是 左 和 右 凝 聚 环 , 则 A 是 右 IF- 环 当 且 仅 
当 4 是 左 自 FP- 内 射 的 . 
最 后 , 我 们 应 用 FP- 内 射 引 进 一 类 环 . 
定义 设 4 是 环 , 若 它 是 左 凝聚 左 自 FP- 内 射 的 , 则 称 4 为 左 
GQF- 环 ( 见 文 献 L112]). 
类 似 地 , 可 定义 右 GQF- 环 . 
以 下 讨论 , 主要 参考 文献 L112],[81],[47]. 
为 了 讨论 GQF- 环 , 我 们 先 证 明 一 个 命题 . 
命题 2.5. 12 设 A 是 左 凝聚 环 , 则 
l. FP-Id 1GA) =Sup{fdE|E 为 内 射 右 A- 模 }. 
证 明 因 ABARMBEH. IEE f.p. £ 4- 模 4, AHA ABE, 
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由 对 偶 公 式 得 
Tori (E, A) =Tori (Hom, (A, E), A)œHom4 (Ext; (A,A), E). (6) 

# 1. FP-Id,hGA)=n, Mj Ext (A, A)=0. 由 (6) 可 知 Tor4 (E, A)= 
0. W fdE<n. 

反 过 来 , 设 Sup {fdE |E BANA AB} =n, > C 是 模范 畴 CAN 
一 个 内 射 余 生成 元 , 则 fdC<n. 因此 , 对 任意 f.p. 左 AIA, A 
Torti (C,A)=0. 又 由 06) 得 

Hom, (Ext '(A,A),C)=0. 

因 C 是 内 射 余生 成 元 , 故 Extttl(4,4) 一 0. 因而 1. FP-Id1GASn, Bp 
l. FP-Ida(,A)<Sup (fdE | E 是 内 射 右 A- 模 }. 

定理 2.5.13 设 4 是 左 凝 聚 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

Gi) A fz GQF- 环 ; 

Gi) Exth(A/I,A=0,/ Æ AMER f.g. FRR, 

GD BP AR A 4- 模 是 平坦 的 ; 

Gv) 每 个 平坦 左 4- 模 是 FP- 内 射 模 ; 

(v) 每 个 投射 左 4- 模 是 FP- 内 射 模 

(vi) 每 个 右 A- 模 是 某 个 平坦 右 A- 模 的 子 模 . 

证 明 (Gi) 二 (i) A A 是 左 自 FP- 内 射 的 , A AI E f.p. £A- 
模 , 故 Ext3CA/I,A)==0, HH I E AWER f. g. ERA. 

GDG RI EAER f.g. FHM. E 是 任意 内 射 右 A- 模 . 
因 A 是 左 凝聚 环 , A/I 是 f.p. 左 4- 模 , 故 由 对 偶 公 式 得 
Torf (E, A/I)=Tor?(Hom,(A,E),A/I)2=Hom,(Ext)\(A/I,A),E). 
MH GID AI, Exti(A/I,A)=0. FA Tori (E, A/D) =0. 因而 由 定理 
2. 2. 1 知 ,E 是 平坦 模 . 

GDS 由 命题 2. 5. 12 直接 推 得 . 

(i) 二 Gv〉 由 引 理 2. 5. 10 即 得 . 

(Gv) 二 (v) 二 G) 都 是 显然 的 . 

(iii)=>(vi) 因 每 个 右 4- 模 是 某 个 内 射 右 4- 模 的 子 模 ， 故 由 (iii) 
Al vi) BY. 

ODS Gi BRE BARA A- 模 ,， 由 (vi) 得 正 合 列 0 一 EE 一 U 一 
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U/E-0, 其 中 U 是 平坦 右 AM. 又 由 定理 1.1.4 得 U 守 EU /E, A 
lt E 是 平坦 模 . 

显然 , 定理 2. 5. 13 改进 了 定理 2.5.11 的 结论 , 并 且 右 IF- 环 与 左 
GQF- 环 是 等 价 的 . 

命题 2.5.14 设 A 是 左 GQF- 环 , 0-A>B>-C-0 BE 4- 模 的 
正 合 列 . 4 ABC 中 任意 两 个 是 平坦 模 , 则 第 三 个 也 是 平坦 模 . 

证 明 由 定理 2.2. 2 知 , 对 于 任意 环 来 说 , BAC HH, WBF 
H; 若 B.C 平坦 , WA 平坦. 因此 , 仅 需 证 4. 如 平坦 时 ，C 也 是 平坦 
的 . 设 天 是 任意 右 4- 模 , 因 A 是 左 GQF- 环 , 由 定理 2.5. 13 知 , 存在 
FHU, 使 得 序列 


0+K>+U>+U/K—0 (7) 
正 合 . 由 正 合 列 0 一 4 一 8 一 C 一 0, 得 正 合 列 
Tor? (U/K ,B)Tor}(U/K .C)+Tor}(U/K,A). (8) 


A 4、B 是 平坦 模 , 故 应 用 定理 2.2. 2 知 ，(8) 中 首尾 两 项 等 于 零 . 于 
是 得 Tori (U/K,C)=0. 又 根据 (7) 得 正 合 列 
Tort(U/K .C)—>Tort(K .C) Tori (U,C). 
AU 是 平坦 模 , 故 又 得 Torf(U,C) 二 0. 于 是 Torf(K,C) 一 0. KC 是 
平坦 模 . 
推论 2. 5.15 设 4 是 左 GQF- 环 ,4 BEA AÑ, 则 fdA=0 或 oo. 
证 明 直接 由 命题 2. 5. 14 推 得 . 
命题 2.5.16 设 4 是 左 凝 聚 环 , 4 是 f.p. 左 4- 模 ,” 是非 负 整 
数 ， 则 pdA<n@xmER f. p. A AM B, BA Ext (A, B)=0. 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 下面 对 用 数学 归纳 法 证 明 充 分 性 . 
Gn=0,A A 是 左 凝聚 环 , 故 4 是 f.p. 的 .于 是 存在 左 A- 模 的 短 
正 合 列 
0>A,>F>A>0, (9) 
其 中 下 是 f.g. 自由 模 , A, 是 f.p. 的 . 由 (9) 又 得 正 合 列 
Hom,(F 4) 一 Homa(4 4 一 Exti(4 A). 
由 于 Extk(4,4)=0, 因此 Homs(,4) 一 Homs(4, 4) 是 满 同 态 . 
故 序列 (9) 是 分 裂 正 合 的 . 于 是 知 4 是 投射 模 ， 即 pd4 委 0. 
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E n21, 对 任意 f.p. 左 AK B, 由 (9) 得 正 合 列 
Ext (F ,B)—>ExtA (A, B)>Exti (A, B)>Exti (FB). 
A Ext (F, B)=Exty (CF ,B)=0, KS 
Ext,(A,,B)2Exty*'(A,B)=0. 

由 归纳 法 假设 知 , pdA;Sn—1. 又 根据 定理 2. 1.2, 得 pdA<n. 

推论 2.5.17 设 4 是 左 凝 聚 环 , 4 ERER f p. £A, ”为 非 负 
整数 . BG pdA=n, M] Ext,(A,A)4O0. 

WEAR 因 pdA=n, i 故 由 命题 2.5.16 知 , 存在 f.p. 左 A- 模 B, 使 
得 Exth(A,B)40. MA 4 是 左 凝聚 环 , B 是 {.p. 的 , MRE 4- 模 的 
正 合 列 


0>K—>F->B—0, 
Hh F Eig 自由 模 , K 是 f.p. 的 . 由 此 得 正 合 列 
Ext CA,F) >Ext(A,B)—>Ext (A,K). (10) 
因 pdA=n, 故 Ext CA, K)=0. 从 而 由 (10) 得 正 合 列 
Ext(A.F)Ext\(A,B)>0. (11) 


4 Ext (A, A)=0, WJ Ext)(A.F)=0, 并 由 (11) 得 Ext%(A,B)=0. 
这 就 导出 矛盾 , Be Ext*(A,A) 关 0. 

命题 2.5.18 KAGA ARKH, H W.gl. dimA<co, W 

l. FP-Id,(,A)=W. gl. dimA (r. FP-Id,(A,)=W. gl. dimA). 

证 明 设 4 是 左 凝聚 环 , H W. gl. dimA=n<oo. 因 人 4 是 左 凝 聚 
环 , 故 由 定理 2.5.5, 得 1.f.p.gl.dim4 一 2”. 所 以 1.FP-I. dimA<n. F 
面 仅 需 证 明 1. FP-Id,(,A) >n BPR). ALI. f. p. gl. dimA=n, 故 必 存在 
f. p. Æ 4- 模 4, {Ë pdA=n. 由 推论 2.5.17 知 ，Exti(4,4) 天 0. 根据 
命题 2.5.9 知 ，1. FP-Idy GA) >n. 于 是 得 1. FP-Id GA) 
W. gl. dimA. 

若 4 是 右 凝聚 环 , 则 由 定理 2. 5.5, 得 

W. gl. dimA=r. FP-I. dimA=r. f. p. gl. dimA=n. 

再 由 上 面 的 证 明知 ，r. FP-Id, (Aa) >n. HRA r. FP-Ida (Ag) 
W. gl.dimA. 

定理 2.5.19 设 4 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 


Il 
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G) AZ VN 正则 环 ; 

Gi) A 是 左 GQF- 环 , W. gl. dimA<o; 

Gii) A 是 右 GQF- 环 , W. gl.dimA<co,; 

Gv) A 是 左 半 遗传 环 , 4 是 左 自 FP- 内 射 的 ; 

(v) 4 是 右 半 遗传 环 , 4 是 右 自 FP- 内 射 的 . 

WEAR (之 (iv) 由 定理 1.4.15 知 ,4 是 左 半 遗 传 环 . 又 由 定理 
1.4.13 知 ，VN EMH A EETA ARE FIR. 因而 每 个 内 射 右 
人 - 模 是 平坦 模 , 且 A 是 左 凝聚 环 . 再 由 命题 2. 5. 12, 得 1. FP-1da(4A) 
=0, Bl A 是 左 自 FP- 内 射 . 

GV => Gi 因 4 是 左 半 遗 传 环 , 故 由 定理 2.3.17， 得 
W.gl.dim4<1, 且 4 是 左上 凝聚 环 . 又 知 A 是 左 自 FP- 内 射 的 , 故 4 是 
左 GQF- 环 , W. gl. dimA<oo. 

GDG) AABARRH, H W. gl. dimA<co, KH ia 
2.5.18, 得 

W. gl. dimA=l. FP-Id,(,A) =0. 
因而 由 定理 2. 3.14 I, A FE VN 正则 环 . 
fa) FB Ay GE > Cv) > Gil) > G) REZ. 
推论 2.5.20 若 4 是 左 ( 右 )GQF- 环 ， 则 
W.gl.dmA4=1.f.p.gldim4 一 0 或 co 
(W. gl. dimA=rxr. f. p. gl. dimA=r. FP-I. dimA=0 Boo). 

推论 2.$.21 AW. gl.dimA<oo, 则 4 是 左 GQF- 环 当 且 仅 当 4 
是 右 GQF- 环 . 

推论 2. 5. 22 设 A 是 左 (或 右 ,GQF- 环 , 则 4 是 左 半 遗 传 的 当 且 
仅 当 A 是 右 半 遗传 的 . 
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Noether 环 上 的 模 及 其 同调 维 数 


这 一 章 我 们 将 研究 Noether 环 的 同调 维 数 . 首先 讨论 一 般 
Noether 环 及 其 模 的 同调 性 质 , 然后 介绍 交换 ( 非 交 换 )Noether 局 部 
( 拟 局 部 ) 环 的 同调 维 数 计算 法 则 , 并 引进 Codh 维 数 , 最 后 证 明正 则 
局 部 环 是 唯一 分 解 整 环 , 并 给 出 整体 维 数 有 限 的 交换 Noether 环 的 结 
构 . 

本 章 所 指 的 环 都 是 左 ( 或 右 )Noether W. 因 左 Noether 环 上 每 个 
fg. 左 模 的 子 模 是 f.g. 的 , KEELARA. BTE f p. 左 模 就 是 
f.g. 模 ,因此 ,前 两 章 有 关 凝 聚 环 和 f.p. 模 的 结论 ,对 Noether 环 也 是 
成 立 的 . 


3.1 Noether 环 上 的 模 


本 节 主 要 讨论 Noether HE f. g. 模 的 同调 性 质 . 

命题 3.1.1 i ABZ Noether 环 , n(>0O) BBR. Aig. £ 
4 模 , 则 pdhA<n YAY Exti(A,B)=0. Vig. & AB. 

证 明 由 命题 2.5.16 直接 推 得 . 

命题 3. 1.2 设 4 是 左 Noether 环 , 4 是 f.g. 左 A- 模 , Mj fdA= 
pdA. 

证 明 由 命题 2.5.4 直接 推 得 . 

命题 3.1.3 设 4 是 左 Noether 环 , (A |7EClI} HA ABR. m 

r. fda| ie] = Supir. fd,A;}. 
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证 明 由 于 4 是 左 Noether 环 , 因此 对 任意 f.g. 左 AIB, VA 
Tor4( [] 4;.8) [[ Tort(4,,B). 
& n=Suptr. fda}, 由 定理 2.2.1 知 , 必 有 一 个 AELA 使 
Tor*(4i"C) 关 0， 其 中 C 是 菜 个 f.g. 左 A- 模 , 并 且 有 
Tort,,(A,,B)=0.V f.g. 左 A 模 B,iEI. 

所 以 工 . fdal ier} =n. 

定理 3.1.4 HA BAAMA Noether 3, 4 是 fg. 右 4 人- 模 , A 
pdA<co, M) pdA=n 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 立 : 

Ci) Torr: (AS)=0, Y 单纯 左 A- S, i21; 

Gi) 存在 一 个 单纯 左 4- 模 K, 使 Tor’(A,K)40. 

证 明 假定 pd4=” 因 4 是 右 Noether 环 , 故 由 命题 3.1. 2 知 ， 
fdA =n. 因而 根据 定理 2. 2. 1,(i) 成 立 , 同 时 必 存 在 A 的 一 个 左 理想 7， 
使 得 


Tor (A, A/D) 40. (1) 
由 于 4 是 左 Noether 环 ， 因 此 必 存 在 适合 (1) 的 4 的 极 大 左 理想 , 不 
WRAKI GA/I 是 单纯 左 A-R, WG Me. 否则 , {Lee H}, 
其 中 每 个 I 是 4 的 真 左 理想 , 且 ICL, 记 T= 门 ewl 若 1=7', 则 
必 有 正 合 列 
o>A/I™> [| ep4 X — o. 

因而 又 得 正 合 列 

Tori 04,X) 一 Tor (A, A/D—>Tori| 4, II A/L). (2) 
Al fdA=n, t Tort.,(A,X)=0. # H. AFA EA Noether F, 4 是 
f.g. 的 ,因此 得 

Tors | 4, I A/T.) = IT Tori (A, A/I.) =0. 
这 样 , (2) MI Tort (A, A/D) =0. X57 HARTE, 故 1C7', A 
T/I 是 单纯 左 AK. $ K=T/I. 考虑 正 合 列 
0—+K SA/I>A/T 0, 
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因而 又 得 正 合 列 
Tor4(4 , 民 ) 一 Tor4(4, 4/ 站 一 Tor4(4 ,4A/T)， 
根据 了 的 选择 知 Tor4(4,4/T)=0. 于 是 得 Tor*(A,K) 关 0. 

反 过 来 ,由 (ii) 知 pdAlSn. 车 bd4 王 mm， 则 由 上 面 证 明知 ， 必 
存在 一 个 单纯 左 A-R S, ff Tori(A,S040. 这 与 题 设 (i) 相 矛盾 ， 故 
pdA=n. 

命题 3.1.5 设 4 是 交换 Noether HM. A,B Æ Ef. g. AK, m 
Hom,(A,B), Tori (A,B) Al Ext)(A,B) apie f. g. 的 . 

证 明 因 4 是 交换 环 , 故 Homs(A,B) AB. MAA BE g. 
的 , 故 必 有 正 合 列 F>A>0, Ep F Eig 自由 模 . 因 Hom4( 一 ,B) 
EEA. 故 得 正 合 列 

0>Hom,(A,B)~Hom,(F,B). 

但 F=- Ap A =A. FBG 

Hom,(F ,B)2=Hom,(@"_., A;,B) =@_,Hom,(A;,B) 

>B, 

这 里 B;=B,i=1,2, sn. 又 知 B 为 f.g. AW. MOB Ef. g 的 . 
因此 Hom,(A,B) Noether HE f. g. RATH. 所 以 它 是 有 限 生 成 
的 . 

其 次 , A A 是 Noether 环 , 且 A 是 f.g. 的 , 故 4 有 自由 分 解 


e+1 dn di 
Fe >F, >F, wees >F, >F >00, 


其 中 每 个 F; 是 f.g. 自由 4 模 , 因而 得 到 一 个 复 形 


Homa(F, 1,B) Homa CF, By }Homa(F,  ,B) 一 =…， 
H di = Hom, (d, 1B) d} =Hom,(d,,B). 
Ext,=(4A,B)=Kerd}.,/Imd,. 
因 每 个 F, 是 fg 的 ,B 也 是 f. g. 的, 故 由 上 面 的 证 明 可 知 , 每 个 
Homa(F,B) 是 f{.g. 的 ,1 一 0,1,2,…. 又 因 A Æ Noether 环 ， 故 f.g. 模 
Hom, (已 B) H PH Kerdi Imd; Æ f. g. 的 .因此 它们 的 商 模 
Ext,(A,B) f. g. 的 . 
类 似 地 ,可 以 证 明 Tori CA, B) f.g. 的 ， 
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引 理 3.1.6 设 4 是 交换 环 , S 是 A 的 元 素 的 乘法 闭 集 , 1 ES 上 且 
0&@S. 若 4 是 A 一 模 , 则 pds (AD<pdaA. 

证 明 者 pdi4=ce， 则 结论 显然 成 立 . 车 pd44==n 宇 90， 则 存在 
A- 模 的 正 合 列 

O> P,P, > P| > P Ao, 
其 中 每 个 已 是 投射 模 . 由 于 函 子 ( 一 ), 是 正 合 的 , 因此 得 4- 模 的 正 合 
列 
0 一 CP). CP) CP) (Po) @ AO. 

AHAFO) 保持 投射 性 ， 所 以 每 个 (P;), 是 投射 AK. 于 是 得 
pda A, Sn. 

综合 以 上 讨论 ,就 得 pda (AO<pdyA. 

定理 3.1.7 设 A 是 交换 Noether 环 , A Æ f.g. AK, M 

pdsA=Sup. pda, (An), Y mE Max(A). 
证 明 首先, 由 引 理 3.1.6, 得 
Sup. pda, (An)<pdsd, 

其 次 ,假定 Sup. pda CAm) =n C>0), 因 An 是 Noether H, A, 是 

f.g. An IR, B fda An=pds An Sn. 于 是 对 任意 AH B VA 
[Tor (A,B) ],, Torte (Ans Bn) =0,Y mE Max (A). 

因而 得 Tor?.,CA,B)=0. & pd A=fd,A <n. 

综合 以 上 讨论 , 得 pdsA=Sup. pda, An). 

推论 3.1.8 设 4A 是 交换 Noether 环 , m 是 它 的 一 个 极 大 理想 ， 
则 pda(A/m)=pd4 CA/m),. 

WEAR 作 4- 模 的 正 合 列 0 一 m 一 A 一 A/m 一 0, Bm 也 是 A 的 一 
个 极 大 理想 , 于 是 经 局 部 化 得 4…- 模 的 正 合 列 

Om, >A > (A/m),,.* 0. 


Ë mAm*, W mEn, BEE Em yam. 因此 | E | 在 分 式 
HA, AA BIC. 故 Imon An ) 二 A*. 于 是 得 (A/m)。* =0. 
#@ m=m" , W Imn, An ARH A, 的 一 个 极 大 理想 . 但 
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是 有 
CA/n), ZEA? /Im(m An)» 
H Imm, >A, ) 是 局 部 环 A,* 的 极 大 理想 , PACA m) n 是 一 个 域 . 
由 于 4 是 交换 Noether 环 , 因此 根据 定理 3.1.7, 得 
pdaCA/m)=Sup. pda, CA/m)n* Y m* © Max(A). 


AAH mAm* Bf, CA/m),,..=0, 所 以 pda(A/m)=pdy, (A/m) m. 


3.2 Noether 环 的 整体 维 数 


从 这 节 开 始 , 我 们 将 研究 Noether 环 的 整体 维 数 的 基本 性 质 和 计 
算法 则 ， 有 限 整体 维 数 与 环 的 结构 性 质 有 密切 联系 ,这 里 我 们 讨论 有 
限 整体 维 数 的 Noether 环 , 下 一 节 将 进一步 研究 正则 局 部 环 . 

命题 3.2.1 设 A 是 左 Noether F, n(SoORBK, I 

l. gl.dimA<nExt1(4,B) 一 0, Y f. g. Æ ABE A,B. 

证 明 OA l.gl.dimA<n, 则 由 定理 2.3.1 知 , 对 任意 f.g. 左 4- 模 
A.B, WA Exi (A, B)=0. 

反 过 来 , 设 7 是 4 的 任意 左 理想 , 则 A/7 是 f.g. 的 . 故 由 题 设 得 
Ext! (A/I,B)=0,V f.g. 左 A- 模 B. 因 A 是 Noether 环 , 故 根据 命题 
3.1.1 知 , le pds(A/D)<n. 于 是 应 用 定理 2. 3. 1， 即 得 1, gl. dimA<n. 

定理 3.2.2 设 A 是 左 Noether #, Ml 

W. gl. dimA=l. gl. dimA. 
E A dA Noether 环 ， 则 
W. gl. dimA=r. gl. dimA. 
特别 地 ,， 若 4 是 左 和 右 Noether m, MI 
l. gl. dimA=W., gl. dimA=r. gl. dimA. 

证 明 显然 只 需 证 W. gl. dimA 之 1. gl.dimA. # W. gl. dimA= 
oo, 结论 已 成 立 . BE W. gl.dimA=n<ico, 由 定理 2.3. 2 知 , 对 任意 
fg. Æ Afi A, DA fdA<n. 并 且 存 在 一 个 f.g. 左 A- 模 B, 使 fdB= 
n. 但 A 是 左 Noether 环 ， 由 命题 3. 1.2, 得 
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fdA=pdA<n, 
fdB=pdB=n. 
并 由 定理 2.3.1 知 , lgl. dimA=n. 
同 理 , 4 A 是 右 Noether MH, MYA W. gl. dimA=r. gl. dimA. 
由 上 面 证 明知 , A A BAMA Noether H, WMA 
r. gl. dimA=W. gl. dimA=1. gl. dimA. 

定义 设 4 是 环 , AA ACA 若 石 是 4 的 一 个 正规 .正则 
元 , 且 Av CA, Ap sot sÀ- DE A/ (NI As sA- D RIEHL, 正则 元 ， 1 二 2， 
Secret ems WER 国光, 是 4A- 序列 . 

F Asay eA, FE AFR, 目 入 EJ(A) ,i 二 1,2,…,n， 则 称 AAD, 
A, 为 正规 A- 序 列 . 

定理 3.2.3 WAZA Noether 环 , AAt sA EA EEH 4- 序 
列 , FID IS AAA). Bl. gl. dim(A/7) 有 限 , 则 

l. gl. dimA=n +1. gl. dim (A/D). 

证 明 ”对 作 数 学 归纳 法 . E n=l, 由 定理 2.3.4 知 结论 成 立 . 
nr, $ ASA), X SAH A) i=, 3 an, WM AS 对， 
ay 是 A’ -EJ ALAC JCA), 故 由 命题 1.6.4 可 知 , A EJA), A 
Ag Ag serosa, 是 正规 4 -序列 . 又 4 是 左 Noether 环 , 因而 A 也 是 左 
Noether 环 ， 由 归纳 法 假设 , 得 

l. gl. dimA* =(m—1) +1. gl. dim(A* /G2 AS As). 
于 是 
l. gl. dim4 一 1 十 ]. gl. dimA* =n+1. gl. dim(A* /G2 0 )). 
但 是 AOA AS AO AAA t ,4,) 是 同 构 的 , 所 以 有 
l. gl. dimA =n +l. gl. dim (A/7). 

EE 3.2.4 设 A 是 左 . 右 Noether 环 . 若 gl. dimA<co, WHE 
一 个 单纯 左 A- S, 使 得 gl. dimA=l. pdaS， 

证 了 明 设 gl. dimA 二 x,， 则 存在 一 个 f.g. A AB A, ffir. pd, A= 
n. 由 定理 3.1.4 知 , 存在 一 个 单纯 左 4A- 模 S, 使 Tor*(A,S) 关 0. 故 
L fdaS >n. {A A 是 左 Noether 环 , l. fd4S 二 1, pduS<n, 于 是 得 gl. dimA 
=]. pdaS. 
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推论 3.2.5 设 4 是 左 和 在 Noehter #, H gl. dimA<co, M 

gl. dimA=Sup({n|Ext;(S,A)40. S 是 任意 单纯 左 A- 模 }. 

TEAR Oi gl. dimA=n. 因 A 是 左 和 右 Noether 环 , 故 由 定理 
3.2.4 知 , 存 在 一 个 单纯 左 4- 模 4, 使 1.pd4=”. 又 由 推论 2. 5. 17， 
得 Ext%(4,A) 关 0. 所 以 gl. dimA=Sup {n |Ext* (5S,A) 关 0, S 是 任意 单 
纯 左 A- 模 }. 

定理 3.2.6 ABA Noether F, H l. gl.dimA<o, W 

l. gl. dimA=1. IdaGA)=1. FP-IdaGsA). 
证 明 首先 ,由 定理 3. 2.2 和 命题 2. 5. 18, 得 
l. gl. dimA 王 1]. FP-Ida(sA). 
其 次 , 设 1.gl. dim4=2， 因 此 存在 一 个 f{f.g. 左 4- 模 4, 使 .pdas4 王 7 
因 A 是 左 Noether 环 ， 故 由 推论 2.5.17 W, Exth( A, A) AO. BM 
LIdaGA) Den. 但 是 1. Id GA) <1. gl. dimA, 所 以 l. gl. dimA = 
I. Ida(sA). 
推论 3.2.7 7 AGAMA Noether 环 , H gl. dimA<coo, Ill 
gl. dimA =I. FP-Id4(,A) =r. FP-Id4 (44) 
=]. IdaGA) =r. Ida (Aa). 

31 3.2.8 设 A 是 交换 环 , S 是 4 的 元 素 的 乘法 闭 集 , 1ES H 
O&S, 则 gl. dimA<gl.dimA. 特别 地 , 若 gl. dimA<oco, 则 gl. dim4， 
<o, 

证 明 若 gl. dimA 二 oo0， 则 结论 成 立 是 显然 的 . # gl. dimA=n< 


、 A 

co, $ A RIER A-M, 并 对 任意 MEA, GEA, 定义 4a 一 | 守 ]a, 则 4 
也 是 4- 模 ,并 且 由 引 理 3.1.6 BI, pda (A) Spd A<Sn. 所 以 
gl. dimA,<gl. dimA. 

EH 3.2.9 设 4 是 交换 Noether IP, M 

gl. dimA=Supgl. dimA,,.W mE Max(A). 
证 明 | FE 3. 2.878 
gl. dimA,,<gl. dimA,V mE Max(A). 

其 次 , 令 Sup. gl.dimA,=n(0). A A Æ Noether #, ACW. gl. dimA 
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=gl.dimA, gl. dimA, =W. gl. dimA, <n. 于 是 对 任意 AB A,B, 得 
[Tori (A, B)] œ Torte, (Ans Bn) =0.V mE Max(A). 
所 以 Tort.,(A,B)=0. 又 由 定理 2. 3.2, 可 得 
gl. dimA=W. gl. dimA<a. 
gl. dimA=Sup. gl. dimn, Y mE Max(A). 


3.3 Noether 拟 局 部 环 上 的 模 


这 一 节 , 我 们 讨论 Noether 拟 局 部 环 及 其 模 的 同调 性 质 . 假定 A 
是 拟 局 部 环 , J RAEN Jacobson 根 , 则 A/J ERI, BAA 的 唯 
一 极 大 理想 . 

引 理 3.3.1 设 4 是 拟 局 部 环 , Af g A AH. F 
Hom,(A,A/J)=0, 0] A=0. 

证 明 AAO, 则 由 Nakayama 引 理 知 ，A4A/JA 关 0. 于 是 得 正 合 
列 

0—>Kerp>A SA/JA—0. 
HPAI Hom,(—.A/J), 得 正 合 列 

0-Hom,(A/JA,A/J)—~Hom,(A,A/J)~>Hom,(Kerg, A/J7). (1) 
{A 2 Hom,(A.A/J)=0, 由 (1) 得 Homs(4/JA,A/J)=0. N A/JA 
是 f.g. 左 A/J- 模 , 且 A/.7 是 除 环 , 故 A/JA Æ fg 自由 4/J- 模 . 于 
是 得 

A/JA4A 宇 A/J",n 是 一 个 自然 数 . 
Homa(A/JA,A/N) DLA,. 
这 里 A = Hom, (A/J, A/T) #0, i= 1, 2,065 n 因而 
Hom,(A/JA,A/J)A0. 这 就 导出 矛盾 , 故 A 二 0. 

定理 3.3.2 设 A 是 左 Noether WARA. 4 是 f.g. 左 AK. Ml 
下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(Gi) 4 是 投射 模 ; 

Gi) A 是 平坦 模 ; 
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Gii Ext\(A,A/J)=0; 

Gv) Torf (A/J ,A)=0. 

证 明 由 命题 3.1.2 知 , fdA=pdA. KOSG. AS, G) 
之 Qi) 成 立 也 是 显然 的 . 

Gv)@Gii) 因 A 是 左 Noether 环 ,4A 是 f.g. 左 AR. 故 得 

Tort (Homz(A/J,Q/2),A)Homz(Exty(A,A/J),Q/2), 

其 中 @ 是 有 理 数 环 , Z 是 整数 环 . NA A/J 是 除 环 ， 故 
Homz (A/J ,Q/Z)=Q@ue:Bar 其 中 BZA/J, Y a€l. 

于 是 得 

Tort (Homz(A/J,Q/2),A)Tort (OerB,, A) 

DerTort(B., A). 
因而 有 
DeiTort (Bs, A)=Homz(Ext} (A, A/J),Q/Z), B.A/J,Y a. 
因为 Q/2Z 是 内 射 余 生成 元 , 所 以 有 
Tor4(A/J,A)=0@Ext}(A,A/J). 

GDG) 因 4A 是 拟 局 部 环 ,， 4 是 f.g. 的, 故 由 引 理 1.6.11 知 ， 
AVEREA, g), Fig. 自由 模 , H KergCUF. $ K= 
Kerg, 得 正 合 列 

0-+K>F Ao. (2) 
BA, KEE ig 的 . AF Exti(A.A/J)=0, 因此 从 (2) 必 导出 一 个 
正 合 列 
0—>Homa(A,A/J)—Homa(F ,A/J)—>Homas(K,A/J)—0. 
{a KCJFCF, PRUE St Hom,(F,A/J)~Hom,(K , A/J) A La R 
为 


Hom,(F.A/J)->Hom,(JF .A/J)—_»Hom,(K, A/J). 
这 里 若 fEHom,s(F.A/J) WE OE S EJF EERE. BICAJ) 
二 0, 故 &(f) 一 0. 因此 是 一 个 零 映 射 ， 从 而 满 射 7E: Hom E, AJ) 
一 Homa(KK,A/J]) 也 是 一 个 零 映 射 ， 所 以 Homa(K,A/J) 一 0， 因而 由 
引 理 3.3.1, 得 天 一 0. 这 样 $:F 一 4 是 一 个 A- 同 构 . MA 是 投射 模 . 
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定理 3.3.3 AHA Noether WARM, Ai. g A 4- 模 ， 
n( 之 一 1) 是 整数 ， 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

Gi) pdASn; 

Gi) Ext,t!(A,A/J) =05 

Gii) Tor#,,(A/J,A)=0. 

证 明 GDSGi) 可 仿照 证 明定 理 3. 3. 2 中 Gii) 久 Gv) 的 方法 直 
接 推 得 ， 

O>) 成 立 是 显然 的 . 

GDG) #n=—1, M O=Ext)(A,A/J)=Hom,(A,A/J). 由 
引 理 3.3.1 %9, A=0, 故 pdA=—1. BH n=0, 根据 定理 3.3.2, 4 是 
投射 模 ， 故 pd4 委 0. 

现在 ,假设 "这 1, 因 4 是 左 Noether H E fg R, 故 必 存 在 左 A- 
模 的 正 合 列 

0A, >F, >F 2 > > Fy A> 0, 
HSH F 是 f.g. 自由 模 ,z 一 0,1, nl, A, Æ fg. W, CE Fn 
的 子 模 . 令 4,= 4 AHI FF), 于 是 得 短 正 合 列 
0 一 4 一 F 一 4 一 0， 
0 一 4 一 太一 4 一 0， 
0 一 4 一 下 一 4 1 一 0. 
因而 又 得 正 合 列 
Exth(F,~;»A/J )—Ext\(A,,A/J )>Exti(A,;A/J) 
+Exti(F,-),A/J), 
Ext (F,-2,A/J)>Ext4(A,-),A/J)Ext§ (Anz A/J) 
Ext (F,-2,A/J), 
Ext (Fo, A/D Ext (A, A/J) Ext’ (Ay A/D) 
Exty (Fy A/S). 
但 每 个 F, 是 自由 模 , 故 ExtiCF),A/J)=0.V ml. 
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Ext)(A,,A/J)2Ext3(A,_}, A/F) 
=Exty (A, A/J). 
h OExt,*!(A,A/J)=0, 7 Ext\(A,,A/J)=0. 又 由 定理 3. 3.2 知 , A, 
是 投射 模 . 所 以 pdA<n. 
定理 3.3.4 设 A 是 左 Noether 拟 局 部 环 M 
l. gl. dimA=1. Ids(A/7). 
证 明 显然 1.1ds(A/7) 志 1. gl. dimA. 
反 过 来 ， 只 需 讨 论 1. Ida A/ J) =n one. 由 定理 2. 3. 1 知 ， 
l. gl. dimA=Sup{l. pda (A/D |J 是 环 A 的 任意 左 理想 }. Al. Ida) 
二 n， 故 Exty (A/I, A/J)=0. 由 定理 3.3.3， 得 1. pdsCA/D<an. 故 
l. gl. dimA<n. 
综合 以 上 讨论 , 得 1. gl. dimA=l. Ida (4/J). 
定理 3.3.5 设 4 是 左 和 右 Noether 拟 局 部 环 ， 则 
r. gl. dimA=r. pd,CA/J). 
WEAR 显然 r. pdi A/J)Sr. gl. dimA. 
反 过 来 , 仅 需 假定 r. pda A/J)=n<. 因 人 4 是 左 和 右 Noether 
环 ， 故 由 定理 3.2.2 知 ，r. gl. dim4 王 1. gl. dimA. 因此 ,只 需 证 
l. gl. dim4 委 ”。 由 定理 2.3.1.4 
l. gl. dimA=Sup{l. pdsA|A 是 任意 循环 左 A- 模 }. 
Al r. pda (A/D) =r. fd,(A/J) =n, kh EH 2. 2.1, Tort, (A/J,A) 
二 0. XA AA Noether 拟 局 部 环 , 故 由 定理 3. 3. 3 MI, 1. pdud<n. 
所 以 有 
r. gl. dimA=l. gl. dimA<n. 
推论 3.3.6 设 4 是 交换 Noether 局 部 环 ， M 
gl. dimA= pdsa(A/J7). 
推论 3.3.7 设 A 是 交换 Noether 局 部 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
Gi) gl. dimA<n; 
Gi) Tort,,CA/J,A/J)=0; 
Gii) Exta7(A/J, A/ J) =0. 
证 明 由 推论 3.3.6, @gl.dimA=pd,(A/J). 因而 由 定理 3. 3.3 
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知 结论 成 立 . 
定理 3.3.8 设 4 是 交换 Noether FH, M 
gl. dimA=Sup{pda (A/m) |Y mE Max(A)}. 
并 且 , 若 冯 是 4 的 一 个 极 大 理想 ， 则 必 有 
gl. dim An = pdi (A/m). 
证 明 由 定理 3.2.9, 得 
gl. dimA=Sup (gl. dimA,, |mE Max(A)}. 
Al A 是 交换 Noether 环 , m 是 A 的 极 大 理想 , 故 A,, 是 交换 Noether 
局 部 环 . 根据 推论 3.3.6. 得 
gl. dimA,,=pd., (A,,/m,,) =pd4, CA/m)». 
又 由 推论 3.1.8 Hl, pdaCA/m)=pdy (A/m),,. 因而 得 
gl. dimA,,=pd,(A/m), 
gl. dimA= Sup (pd,(A/m) |m€ Max(A)}. 


3.4 RER 


在 这 节 里 , A 表示 交换 Noether ARK, m 是 它 的 唯一 极 大 理想 . 
我 们 要 引进 4- 模 的 余 维 数 Codha4 ,研究 它 的 基本 性 质 ， 并 证 明 Aus- 
lander-Buchsbaum 定理 . 

首先 , 我 们 推广 正规 A- 序 列 的 概念 ， 

定义 KA AB, aaan ECA, Ea RT AREMT., 
H w 关于 A/a A tA t HHan A DEE, i 二 2,3,…,n， 则 
BR o 54° ,a, 是 一 个 4A- 序列 . 

Fi 50,6950, A ET AFA 且 aEm,i 二 1,2,…,n, WR 
asat 6a, 为 正规 4- 序 列 . 

定理 3.4.1 KARL g AR. a€Em ARF A 是 正则 元 , 则 

pd4(A/aA)=pdsA+l. 
一 般 地 , 若 a ay yet sa, 是 正规 A- 序列 ， 则 
pdaLA/Ca sa," oa)4] 一 pda4 十 7 
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证 明 Æ pd A=, H a XF ARENT KEERI 


0—A “4 A> A/aA>0 ， 
这 里 aia(a) 二 aa,V aE4. it K=A/m, 于 是 对 任意 i1 宇 0, 必 有 正 合 列 
Tor4,,(A,K)—>Tor4,.,(A,K)—Tor4,,(A/aAsK) 
>Tor?(A,K)Torf(A,K). (1) 
由 于 eem.H K=A/m, 因此 得 
Torf (aiasirg)=Torf(ia,aik)=0. 
同 理 Torf. (aia yik)=0. 
*, Ker [Tor#.,(A,K)—Tor#.,(4/a@A,K) ] 
=Im[Tor#.,(A,K)—>Tor4,,(A,K) ] 
一 Im Tort; laia iK) =0. 
于 是 由 (1) 得 正 合 列 
O—Tor4,,(A,K)—Tor4,, (A/@A,K)—~Tor4(A,K)—0. (2) 
又 已 知 pds4 = co, bk h SE BB 3.3.3, 得 Tor? (A, K) #0, 
Tor (4, 开 ) 天 0， 因 此 由 (2) 知 Tor’, (A/aA,K)40,V i 再 根据 定 
理 3. 3.3, 就 有 pda(A/aA4)=o0. 
其 次 , & pdsA=j<oo, 则 得 Tor?(A,KK) 关 0. 而 Tor4 (4 ,天 ) 一 
0, 由 (2) 知 Tor}.,(A/aA,K)40. 因此 pda(4/e4) 之 ) 十 1. 另外 , 在 
(2) 中 令 i=jt+1, A pd A=}, Tort.,(A,K)=Tort,,(A,K)=0, & 
Tor,.(A/aA,K)=0. 所 以 pdy(A/eA)S +1. 
综合 以 上 讨论 , 得 pds(A/aA)=pdsA+l. 
对 于 一 般 情 形 , 仅 需 对 n 作 数 学 归纳 法 即 可 推 得 . 
定义 KARA. n>O RBM. 若 存在 一 个 正规 4- 序 列 , È 
LA ni, 且 任 意 正 规 4- 序 列 所 含 的 项 数 都 不 超过 n, 则 称 4 的 余 同 
调 维 数 (或 简称 为 4 REOX n, WE Codh,A=n. 
EX B A 是 交换 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 唯一 极 大 理想 , 若 
存在 一 个 极 大 严格 递 降 链 
PDP D'DP,» 
这 里 Pe=m, PAi<n) BRB. 则 把 xn 称 为 环 A 的 Krull 4, 
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WE Kd A  DimA. 
3.4.2" 设 4 是 交换 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 ， 
若 <Em 是 4 的 正则 元 , 则 
KdA=Kd(A/(a@))+1 
(文献 L[66]9. 4 命题 4 ). 
引 理 3.4.3 i Em E ABEM: S A =A., M 
CodhASCodh,y: A* +1. 

证 明 S n=Codhy: (A’)om* 是 4 的 极 大 理想 . 由 定义 知 ， 必 
存在 wf oud cs Em 是 正规 A“ -序列 , 其 中 每 个 Wem, ETE A’ 
内 的 象 是 wo. 于 是 得 

A/ (pes fs A (3) 
因此 ,车 jx=0,7XEA/(yopaype u) M yar =0, KBr EZ 
在 同 构 映 射 (3) 下 的 象 . 但 pr ,yi ,…,p* 是 正规 A -FI uak F 
A /pr spi ott Be ) 是 正则 的 ， 故 z =0. 因而 一 0. 于 是 Link F 
A/C pes pis prst FETE UTC. 所 以 pm 和 是 正规 人 序列， A 
此 得 

Codh,AZ=n+1=Codh,: A* +1. 

4 f. gl. dimA=Sup {pd,A|A Æ f. g. A. H pdh A<}. ALA 
Æ Noether #, i f. gl. dimA=f. f. p. dim A. 

命题 3.4.4” 设 4 是 交换 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 极 大 理想 . 
若 4 是 f.g.4- 模 , 且 4 的 适合 mB=0 的 子 模 召 仅 是 零 子 模 , Wm 必 
含有 一 个 元 素 , 它 关 于 A 是 正则 元 (文献 L66J9.4 命题 6”). 

定理 3.4.5 设 A 是 交换 Noether MBM. MI f. gil. dimA= 
Codh,A. 

证 明 AL AL A, Em 是 正规 4 序列 , 则 由 定理 3. 4.1, 得 
pda [A/C saree AJ AJ=ntpdsA=n. 因此 Codh,A<f. gl.dimA. 再 
iE f. gl. dimA<CodhyA. 4 Codh,sA=s, X} s 作 数 学 归纳 法 ， 

# s=0, (RE f. gl .dimA>0, WHE f. g. A A, 0<pdi, A<. 
通过 短 正 合 列 
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0>B>F Ao, (4) 
Hip F féf.g. 自由 模 , 可 假定 pds4=1,， 并 且 由 于 4 是 局 部 环 , 因 此 
根据 引 理 1.6. 11, MTR OPE WEA HERBS. BCmF. 
H A Æ Noether 环 , 故 妃 是 fg. 的 . RA pd,A=1, 故 pdiB=0, Bi B 
是 局 部 环 A 上 的 投射 模 . 再 由 定理 1.6.12 知 , BE fg. 自由 模 . 但 因 
CodhsA=0, 任意 4€m 都 不 是 4 的 正则 元 , 故 根据 命题 3.4. 4”， 存 
在 A 的 一 个 理想 1 了 0, 使 得 Im=0. 

TBCI(mF)=0. 

这 就 与 B 是 自由 模 相 了 矛盾. 

Gs>0, 令 A 是 任意 f. g. AM, H pdhA=Hn, O<n<m. A 
Codh,A=s>0, WFE Em, CE 4 内 不 是 零 因 子 . 令 A* = 二 A/(j)， 
由 引 理 3. 4. 3 41,Codh,ASCodhy- A* +1. 因此 Codh A*<s—1. 其 
K., 作 A- 模 的 正 合 列 0O>L>X>A>0, ZE X E fg AA, LE 
f. g. AB. Al pd,A=n2=1, W pdaL=n—1. XA A 是 Noether 环 ， 
XEm 是 正则 、 正 规 元 , 故 应 用 定理 2.1.9, 有 

pda: (L/pL)=pdaL=n—-1. 
于 是 由 归纳 法 假设 , 得 s—lien—-1. 因此 n<s. 所 以 
f. gl. dimA<Codh,A. 

综合 以 上 的 讨论 , 得 f. gl. dimA=Codh,A. 

定理 3.4.6 设 A 是 交换 Noether 局 部 环 Ml Codh,A<Kda. 

证 明 BE pas forts Em BIER ASR, 记 A= AA 一 
A/ Cpa s feast spi) 1Si<n, I) A; Æx Noether 局 部 环 ,i = 二 0,1， 
som. A Fiske? 9 fa 是 正规 人 -序列 ， 故 Lin ATF Ap=A/ Case soa 
是 正则 元 ;这 里 1 过 n. 用 (i+ Be AR bis tE =| 然 映 射 A—>A/Cpa se BoA 
下 的 象 . 若 pi: T= By THK .2=0, WHA 7 二 0, XH TEA, 因此 
feat A 的 正则 元 . 但 prEm] mA)， 且 MCA) 是 人 的 
极 大 理想 , 由 命题 3. 4. 2" ,得 

KdA;=KdLAi/ (4441) J+1. 
KdA=n+Kd[A,_,/ Gn) ]=n +Kd4, En. 


Alt .KdASCodh,A. 

由 定理 3. 4.5 和 定理 3.4.6 MI. 若 4 是 交换 Noether BMH. Ml 
有 

f. gl. dimA=Codh,A<KdA. 

定理 3.4.7 iA Ef. g. AK, H gl. dimA<o, Ml] pdsA= 
gl. dimA 的 充分 必要 条 件 是 存在 4 的 非 零 子 模 B, 使 得 mB=0. 

证 明 车 存在 A 的 非 零 子 模 B, A mB=0. 不 失 一 般 性 ,可 假定 
B 是 由 单个 元 素 6 生成. 定义 映射 4 一 B fii Ar Ab, AGA, 则 这 个 映 
射 是 一 个 ARIAS, 其 核 为 m. 故 A/m 宇 B， 由 定理 3.3.8, 得 
gl. dimA= pd, (A/m) = pdB. 考虑 正 合 列 0 一 B 一 A 一 A/8 一 0， 因 
gl. dimA<oo, #& pdsA 和 pda(4/B) 都 有 限 . 又 因 gl. dimA 一 pdsB, 故 
由 定理 2.1.2 Hl, pds4= 二 pdsB=gl. dimA. 

RAX. 者 pds4 二 gl. dimA, HLA 4 的 零 子 模 适 合 mB 一 0， 则 
由 命题 3.4.4" 知 ,存在 Em, 使 得 yx 关于 A 是 正则 元 .根据 定理 
3. 4. 1 ,得 


pda(A/uA)=pd,A +1=gl. dimA+1. 
这 是 不 可 能 的 , 因此 必 存 在 4 的 非 零 子 模 B, 使 得 mB=0. 
定理 3.4.8(Auslander- Buchsbaum) iz A Æ f.g. AH. F 
gl.dimA<o, Jl 
pd,A+Codh,A=gl. dimA. 
WAA 先 证 Coldh,AS<gl. dimA. {8 pistos ,pj 是 正规 4- 序列， 
由 定理 3. 4.1, 得 
pdaLA/ Cu sst s pn) A ]=nFpd,A. (5) 
pdaL A/ Caspers A l<el. dimA, 
“. ntpd,Asgl. dimA. 
因此 Codh,A <gl. dimA<ico. 其 次 , S Codh,A=n, 由 (05) 仅 需 证 
pdalLA/ Cm Ap)4] = 一 gldim4. WRR A/p spa) A 的 
零 子 模 适 合 mmB=0, 那 么 由 命题 3.4.4' 知 ， 必 有 pj.1 Em 是 关于 
A/C stasts Ma) A 的 正则 元 . 因此 pes fos p11 是 一 个 正规 4- 序 
列 . 所 以 Codh,ASent+1, 这 与 假设 Codh,A=n HF. 于 是 存在 
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A/C pis fasts A 的 非 零 子 模 B, 使 得 mB=0. 故 按 定 理 3.4.7, 得 
pdasL47/(C /o.° + 4A J=gl. dim A. 
pd,A+Codh,A =gl. dimA. 


3.5 正则 局 部 环 


正则 局 部 环 是 一 类 重要 的 经 典 的 环 , 它 与 代数 几何 有 密切 联系 . 
我 们 先 定义 正则 局 部 环 的 概念 , 研究 它 的 整体 维 数 的 性 质 , 然后 证 明 
Auslander-Buchsbaum-Nagata 定理 , 最 后 讨论 一 般 的 整体 维 数 有 限 
的 交换 Noether 环 . 本 节 主 要 参考 文献 L66j、L75j 和 [1011]. 

本 节 一 开始 就 把 A 表示 交换 Noether 局 部 环 , m 是 它 的 唯一 极 大 
理想 , TE K=A/m 是 一 个 域 , PAK 4 的 剩余 类 域 ， 

& gp: A>K=A/m 是 自然 同 态 , 4 是 任意 AR, 显然 4/mAh 也 是 
4A- 模 , 定义 


pz 一 Mr NY AE NATrEA/mA, 
易 知 A/mA 是 域 K 上 的 向 量 空间 . 若 4 是 fg. 的 , 则 A/mA 也 是 域 
K 上 的 有 限 维 向 量 空间 . 
命题 3.$.1 BARE g. AM, aasa, EA, Fa (1cicn) 
是 a 在 自然 同 态 4A 一 4/mA 下 的 象 , 则 esaa, 生成 4- 模 ASa,, 
arst sa 生成 玉 上 的 向 量 空间 A/m A. 
证 明 必要 性 成 立 是 显然 的 . 
反之 , 任 取 aE€ 424, a BEL A/mA KR. HF a, az s a, HE 
成 天 上 向 量 空间 4/mA， 因 此 得 
a 二 Qi 十 az 十 十 入 a， 
二 Qj 十 Xas 十 十 a 
=at hart e H Aan» 
Ep AC AC Six<n). 于 是 知 a— (lait Aa: H Ha, EmA. 
a€ (Aa t Aa; t" +H Aa) +mA=B+mAs 
这 里 B= 4ai 十 4a: 十 … 十 4aS4. 因此 A=B+mA. 
m(A/B)=mA/B=A/B. 
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应 用 Nakayama 5|#2, 有 A/B=0, BI A=B. 
A= Aa, + Aa, +++++ Aa,. 

HIG 3.5.2 WAM ig AK, (ananta REWMERE. A 
其 真子 集 不 再 生成 4, Wn BK 上 向 量 空间 A/mA 的 维 数 . 

证 明 由 命题 3.5.1 知 ，{ai,as,…,a,) 是 4/m4 的 一 个 生成 集 . 
其 次 , 若 aaz,…,a, 是 天 -线性 相关 的 , 则 必 有 {a sar sa 的 真子 
集 生 成 A/mA. 从 而 由 命题 3. 5.1 知 ， 又 有 (ai,az,…，,av) 的 真子 集 生 
成 A. 这 是 不 可 能 的 , 故 {41,4;,… ,a,) 是 向 量 空间 A/mm A 的 一 个 基 . 
因此 它 的 维 数 为 n. 

现在 , 考虑 A- 模 m/m*. 由 上 面 讨论 知 , m/m ÆR K=A/m 上 向 
量 空 间 . 把 m/mi 在 天 上 的 维 数 叫 做 环 4 的 维 数 , 记 作 VdA. 

因 A 是 Noether 环 , m È f.g. 的 , 故 由 命题 3.5.1 知 , 向 量 空间 
m/m* 是 有 限 生 成 的 . 从 而 是 域 K 上 有 限 向 量 空间 . 故 Vd4<cc. 若 
VdA=0, 则 m=m’. 根据 Nakayama 引 理 知 , m=0. HARM. B 
外 ， 若 {Qi,a2，,…,as} 是 m WERE, H VdA=n, 则 (al,as,…,a,} 是 
m 的 一 个 最 小 生成 集 ， 即 m 中 其 它 生 成 集 所 含 元 素 个 数 不 小 于 n. 

命题 3.5.3” 设 4 是 交换 Noether 局 部 环 , m/m ÆR K = 
A/m En 维 向 量 空 间 , 则 gl. dimA 之 n (文献 [6619. 3 推论 ). 

设 A 是 交换 Noether 局 部 环 , m/m 是 域 K bn 维 向 量 空间 ， 
则 由 命题 3. 5. 1 知 ,m 是 由 个 元 素 生成 . 于 是 得 KdA 志 nx. 又 由 定理 
3. 4.5 和 定理 3.4.6, 得 

f. gl. dimA=Codhs A KdAVdA<gl. dimA. (1) 

定义 i AEZH Noether BRU, HF KdA=VAdA, WR A 为 一 
个 正则 局 部 环 . 

命题 3.5.4” 设 A 是 正则 局 部 环 , Alas poo wd Bm 的 一 个 
最 小 生成 集 , WU CO CC py) CC py fe) CC py oo ,p60) 是 素 理 想 的 严 
格 递 升 链 . 特别 地 ,pi,pa，…,p 是 正规 4A- 序列 (文献 [66]9.4 命题 
57). 

定理 3.5.5 若 4 是 正则 局 部 环 , 则 

gl.dimA<co, A gl.dimA=KdA. 
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证 明 因 A 是 正则 局 部 环 , 故 由 定义 知 ,Kdh 二 VdA. $ VdA= 
n， 由 推论 3.5. 2 知 , m 必 有 一 个 生成 集 {m ,pz，,…,p}， HEN RFR 
不 生成 m， 因而 由 命题 3. 5, 4° 知 ，m mA 是 一 个 正规 人- 序列. 
根据 定理 3. 4. 1, 得 
pdaLA/(p > fost? sn Al=n+pd,A=n. 
AC eps fost» J A=m, AA pda(4[ =n. 但 A 是 交换 Noether 局 
部 环 ， 由 推论 3.3.6. 得 
gl. dimA=pd,4(A/m) =VdA=KdA. 
若 4 是 正则 局 部 环 ， 则 由 (1) 和 定理 3. 5.5, 得 
f. gl. dimA=Codh,A=KdA=VdA=gl. dimA=n, (2) 
并 且 4 的 极 大 理想 m BHAA n 个 元 素 的 正规 4- 序 列 所 生成 . 
定理 3.$.6 设 4 是 交换 Noether 局 部 环 ,， 则 
gl. dimA<oo@A 是 正则 局 部 环 . 
证 明 若 4 是 正则 局 部 环 ， 则 由 定理 3. 5. 5 知 ，gl. dimA<co, 
RZ, 若 gl.dim4<co, Mj gl.dimA=f. gl. dim4. 由 定理 3. 4. 5， 
得 gl. dimA=Cod,A. MAC) AI,.KdA=VdA. 所 以 4 是 正则 局 部 环 . 
推论 3. 5.7 i 4 是 交换 Noether 局 部 环 ， 则 
gl. dim4 一 ce， 或 gl. dimA=KdA. 
证 明 直接 由 定理 3. 5. 6 推 得 . 
推论 33.5.8 设 4 是 正则 局 部 环 , P( 了 A) 是 它 的 一 个 素 理 想 , 则 
分 式 环 Ar 也 是 正则 局 部 环 . 
证 明 首先 , Az 仍 是 交换 Noether 局 部 环 . A A 是 正则 局 部 环 ， 
故 由 定理 3. 5. 6, 得 gl. dimA<co. 于 是 
gl. dimAp<gl. dimA<co. 
再 由 定理 3. 5.6 知 ,Ap 是 正则 局 部 环 . 
下 面 ,我 们 将 证 明正 则 局 部 环 是 唯一 分 解 整 环 . 关于 正则 局 部 环 
是 唯一 分 解 环 ,， 有 好 几 种 证 明 方 法 . 最 早 的 是 Nagata 于 1958 年 把 这 
个 定理 的 证 明 归 纳 为 : 若 整体 维 数 为 3 的 正则 局 部 环 是 唯一 分 解 环 ， 
则 任意 正则 局 部 环 是 唯一 分 解 环 .1959 年 ，Auslander 与 Buchsbaum 
给 出 了 证 明 ( 见 文献 [5]). 以 后 , 关于 这 个 定理 的 证 明 又 有 一 些 新 的 
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方法 . 如 Kaplansky 于 1970 年 给 出 的 证 明 ( 见 文献 [52]). Matsumu- 
ra 在 文献 [59] 中 ,对 Kaplansky 的 证 法 又 进行 一 些 改 进 Rotman 在 
文献 [75] 中 采用 了 前 一 种 证 法 ,而 在 文献 L[101] 中 严格 地 证 明了 所 述 的 
EH, 后 者 所 用 的 证 明基 本 上 采用 Matsumura 的 方法 . 这 里 ,我 们 按 
BR Rotman 在 文献 L75j 中 的 方法 证 明 所 述 的 定理 . 

定理 3. 5.9 正则 局 部 环 是 整 环 . 

证 明 可 参考 文献 [101]( 定 理 8.P. 336), 或 文献 [52]( 定 理 164). 

设 4 是 任意 交换 环 , 已 是 4 的 素 理想 , 若 不 存在 4 的 素 理 想 DP, 
EEP CP, 则 称 尸 为 4 的 最 小 素 理 想 . 若 4 是 交换 整 环 , 零 理 想 是 
环 A 的 素 理想 , 则 此 时 所 指 最 小 素 理想 是 环 4 的 非 零 素 理 想 中 最 小 
者 . 

引 理 3.$.10 设 A 是 交换 Noether 整 环 , 则 4 是 唯一 分 解 环 当 
且 仅 当 A 中 任意 最 小 素 理想 是 主 理想 . 

证 明 可 参考 文献 [101]( 引 理 1 ,已 , 343). 

引 理 3.5. 11 设 A 是 正则 局 部 环 ,gl. dimA=3. 若 己 是 4 的 素 理 
44, 且 PCm, Ili) pd PS1. 

证 明 A“ =A/P, 由 题 设 知 存在 oO m Hog P. 若 对 某 个 了 十 
PEA*,aGr+P)=0, Ujare P. 因 己 是 素 理想 旦 wa 冬 已 , MreP. A 
此 a 关于 4 是 正则 元 . 于 是 知 Codh,(A*)=1. 由 Auslander-Buchs- 
baum 定理 ,得 pdi4 十 Codi4 =3. AJE PdA <2. 但 序列 0>P 一 A 
一 4 一 0 正 合 ,由 定理 2. 1. 2 M pdaP <1. 

R 4 是 任意 交换 环 , 4 是 A- 模 , B 是 4 的 子 模 , 三 是 4 的 非 空 子 
集 , 定义 Biad={a€AloaC BY o€3). AM BS 是 4 的 一 个 子 
R. 若 了 是 4 的 一 个 理想 , ACA, 则 了 :44 是 环 4 的 一 个 理想 , 可 简 记 
Alia 

引 理 3.5.12 设 A 是 正则 局 部 环 , P 是 一 个 最 小 素 理想 , 则 存在 
TRIEP, y€Em 且 x 多 mP,y&@P, 使 得 P= 二 (x);y( 文 献 [75] 引 理 
9. 63). 

定理 3.5. 13(Auslander-Buchsbaum-Nagata) 正则 局 部 环 必 是 
唯一 分 解 环 . 
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证 明 我 们 可 假定 gi.dimsa=3. $ PP 是 一 个 最 小 素 理 想 , 由 引 理 
3.5.11 和 引 理 3. 5. 12 知 , pdaP<1 A P=(a):y, RB x Al y 分别 是 
P 和 mx 中 某 个 元 素 , 但 x 多 mP 和 y 乞 P. 我 们 要 证 明 P= Cr). 

车 PP 不 是 主 理想 , WEE P 的 一 个 最 小 生成 集 {x ,x y test zy}. 
AA 是 局 部 环 , 故 由 引 理 1.6.11 知 , 必 有 A- 模 的 正 合 列 

0~K—F Spo, (3) 
这 里 ,Ff 是 秩 为 十 1 的 自由 模 , 它 有 一 个 基 {eo,el,*…*,e,}, Pe) Szr, 
gle) =r, 1\Sixn, K Æ fg. 的, 是 KSCmF. W pd P <1, HEH 
2.1.2, 得 pdi K <0. AK=0, 则 由 (3) 知 P 是 自由 模 . 但 A 是 正则 局 
部 环 , 故 由 定理 3. 5.9, 4 是 整 环 . 因而 PP 是 一 个 主 理想 . KAO, 
它 是 一 个 f.g. RIH. 因而 天 是 一 个 f.g. 自由 模 . 令 {51,s,,…,s,} 是 
它 的 一 个 基 , 由 于 KSCmF, 因此 每 个 s 可 表示 为 
si 二 > ne， 4,Em1SISt, ON FR. 
HE n EPS a): y, 根据 定义 ,有 CA, 使 得 x1y 一 zx. $ wa 一 ze 一 
yeis P= Zeo ze, 则 glo)=zr—yri=0, PP=ax,x~-x7,=0. Ma, 
BEK. 另外 ,有 
TA = Ly — Lye HT yeo— Tye, = y(xrye9— re) 
=By. 
由 于 a,BEK, AWA a= > Asi B= Dd) rs 又 由 zxa=By, 得 
5 As 一 5; IFiS; 
Hisis nso E K 的 基 , M eA yri =l, 2.0 FÆnEP= 
(r):y Y i. 
B 一 zieo 一 el 一 5; JS = 5 arl 5 "eo Aes) 
= > i > TiAl; 


因而 
—x= >) ira EmP. 


这 与 x 的 选取 相 矛 盾 , 故 己 是 主 理想 . 又 由 引 理 3.5.10 Al, A 是 唯一 
分 解 环 . 
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最 后 , 我 们 应 用 上 面 的 结果 进一步 研究 交换 Noether 环 的 同调 性 
质 . 这 里 , 还 需要 引用 交换 代数 中 的 一 个 结论 ， 

命题 3.5.14 设 4 是 任意 交换 环 , 了 是 4 的 可 分 解 理想 ,7 = 
Ng DRERI rQ) =P: W 

Ur Pi= {rE Al U) EL}. 

特别 地 ， 若 零 理 想 0 可 分 解 , 则 AW SA SR DERT OM RB 
并 (文献 L9] 命 题 4. 7). 

由 此 命题 知 , 若 零 理想 可 分 解 , 则 环 A 的 宕 零 元 的 集合 是 属于 0 
的 所 有 极 小 素 理 想 的 交 . 

定理 3.5.15 if A $2264 Noether 环 , H gl.dimA<, M) A Æ 
有 限 个 整 环 的 直 和 . 

证 明 因 4 是 交换 Noether 环 ， 故 零 理 想 可 分 解 . 这 样 4 仅 有 有 
限 个 最 小 素 理 想 , 恰好 就 是 属于 0 的 所 有 极 小 素 理想 , 假定 为 PiP 

令 冯 是 4 的 任意 极 大 理想 , 则 gl. dimA, <% H A, 是 交换 
Noether 局 部 环 . 由 定理 3.5.6 WM, An 是 正则 局 部 环 . 又 由 定理 
3.5.9 知 ，4, 是 整 环 . 由 命题 3. 5. 14 知 , m 至 多 包含 一 个 极 小 素 理 想 
Pio 当 i 关 7 时 ,Pi 十 Pj 一 A. A, OP BARS TEA, AA 
是 Noether W, 故 门 .1P; 是 窜 零 理想 . 若 0 关 zE 门 P, Om BAF 


(0:7) 的 极 大 理想 , 则 在 分 式 环 A 中 | 于 | 关 0, HET RET. B 
5 A, 是 整 环 相 了 矛盾, 于 是 得 门 P; 二 0. 

综合 以 上 讨论 , 由 中 国 剩余 定理 ,得 

A=A/PIDA/PD…OA/P,. 

故 4 是 有 限 个 整 环 的 直 和 . 

定理 3.5.16 设 4 是 交换 Noehte 环 , n( 之 0) 是 整数 ，, 则 

gl. dimA<2@ A, 是 正则 局 部 环 , KALA, Sn, Y mE Max(A). 

证 明 由 定理 3.2.9, 得 

gl. dimA=Sup {gl. dimA,,|¥ m€ Max(A)}. 
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gl. dimA<n Sup (gl. dimA,, |Y mE Max(A)}<n 
gl. dimA,<n.V mE Max(A). 

又 由 定理 3. 5. 6 和 推论 3.5.7, 得 

gl. dimAS 7S4, 是 正则 局 部 环 ， 且 KdA,<n, V m€ Max(A). 

定理 3.5.17 i AEZH Noether BH. HBT f. g. HA 4- 模 
名 是 自由 模 ， 则 A 是 唯一 分 解 环 当 且 仅 当 对 任意 x,yE€ A,， 皆 有 
pdaCA/Cr,yI<2. 

证 明 对 任意 x,yE€E Ah, 可 作 A- 模 的 正 合 列 


0 一 天 一 大 全 (zy) 一 0， (4) 

其 中 是 自由 模 , (ese) EER, H ple =z, gle) =y, m K= 
{Ave tae, |AxrtaAy=O} E fg. 的. 显然， 天 一 (z) 门 (y). 

若 pdalA/ Cry) <2, M pdasCzyy) 委 1. 由 (4) 得 pd, K=0. 因此 
K 是 f.g. 投射 模 . 又 由 题 设 K 是 自由 模 , 但 4 是 整 环 , Am K=) 
门人 y) 必 是 4 的 一 个 主 理想 . 这 样 ,A 是 Noether 整 环 , H ABERA 
个 主 理想 的 交 仍 是 主 理想 . 故 A 是 唯一 分 解 环 . 

反之 , 假定 4 是 唯一 分 解 环 , 则 对 任意 zx,y€ A, ON WBE 
理想 . 因 A 是 整 环 , 故 天 = (z) 门 Cy)= 一 (z) 是 自由 AR. 根据 (4) 就 
得 pdaLA/ Cr, y) ] <2. 
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第 思量 


诫 聚 环 的 同调 维 数 


这 一 章 我 们 进一步 讨论 凝聚 环 的 同调 维 数 , 主要 是 推广 Noether 
环 的 一 些 经 典 的 结果 . 首先 介绍 凝聚 环 及 凝聚 局 部 环 的 同调 性 质 ， 然 
后 研究 同调 维 数 有 限 的 凝聚 环 的 结构 性 质 和 若干 (a ,2,2)- 环 的 分 类 问 
a. 本 章 主 要 参考 文献 [33].L85]、L38 一 39]. 


4.1 凝聚 环 上 的 模 


命题 4.1.1 HARARE. 0-A>B>-C>0 BA A- 模 的 正 
BW. BABA 中 有 两 个 是 f.p. 的 , 则 第 三 个 也 是 f.p. 的 . 

证 明 若 A 和 C 是 f.p. 的 , Mj AC) 于 是 由 定理 
1.3.14), BABS). 故 B 是 f.p. 的 . 车 A4 和 B 是 f.p. 的 , 则 根据 
定理 1.3.1(i), CHE f.p.. BMC f p. W, MACL, 
A(C) 宇 1. 又 由 定理 1.3.11), 可 得 

ACA) Inf (ACB) ACC) — 1} 0. 
因此 4 是 f.p. 模 B 的 f.g. 子 模 , AABARRM. 于 是 由 定理 1.3.7 
知 有 为 f.p., 的 ， 
推论 4.1.2 WARARRY AR fp. AAR. 则 4 必 有 有 限 
自由 分 解 
40， (1) 
其 中 (1) 是 正 合 的 , AT F fg. 自由 模 . 
推论 4.1.3 设 4 是 交换 凝聚 环 , A, BERR 4- 模 ， 则 对 任意 n 
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>0, Ext,(A,B)Al Tori (A, B) Ea RE. 

证 明 # n=0, Ext)(A,B)=Hom,(A.B), WA 4 是 凝聚 模 ， 
故 有 正 合 列 一 Fo 一 A 一 0, 其 中 天 Pi 是 f.g. 自由 模 . 因而 由 浮子 
Homn( 一 ,B) 又 得 正 合 列 

0—Hom, (A, B)—>Hom,(Fo,B)>Hom,(F,,B). 


由 于 
Hom,(F,,B)=Hom,( A”, B)=Hom,CA, B) ZB”, 
AB EMRE, 根据 推论 1. 3.5 WM, Hom, (F DERRE. AH 
Homa (Fo B) th EERE . 再 由 推论 1.3.4, 即 知 Homa(4,B) 同 样 也 
是 凝聚 模 . 
# n>0, 则 由 推论 4.1.2 知 , 4 有 有 限 自由 分 解 


di E 
">F, >F, A—0. 


0—Hom,(F,, B)—Hom 4 (F, By. 
Ext(A,B)=Kerd,.,/Imd; . 
这 里 d? =Hom,(d,,B):Hom,(F,_-,,B)>Hom,(F,,B), 
da7,,=Hom,(d,.,,B):Homa(F,,B)>HomyalF,..; 5B). 

由 上 面 证 明知 Hom, (F,,-,,B), Homa (F, DERRI., 因而 根据 
推论 1.3.4 可 知 Imd; ARERR. (BB. Kerd). WEBER. 最 后 ， 
应 用 定理 1. 3. 3, 可 知 它们 的 商 Ext3(4, 召 ) 同 样 也 是 凝聚 模 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 Tor*(A,B) 是 凝聚 模 . 

引 理 4.1.4 设 4 是 交换 环 , S 是 4 的 元 素 的 乘法 闭 集 , 1ES 且 
0&S. F AE ARERR, MA 是 人 -凝聚 模 . 

证 明 CAAA hg HRA He Eg GB. ATR A W 
fig. Fh. W BRAM AM fg FR. 又 因 4 是 凝聚 模 , MBE 
fp. 的 . 于 是 得 4- 模 正 合 列 

0 一 天 一 下 一 一 0， 
Ep F Afg AHR. K Aig 的. 因而 又 有 4- 模 的 正 合 列 
0>+K,>F,~B,>0, 
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REF, 是 fg. 自 由 人- 模 , K, Æ fg Ah,- 模 . 所 以 B, 是 f.p. 的 .因此 
A, 是 凝聚 模 . 

命题 4.1.5 设 A 是 交换 环 , S 是 4 的 元 素 的 乘法 闭 集 ,1E39 且 
ORS. E ARERR, N A 也 是 凝聚 环 . 

证 明 因 4 是 凝聚 环 , 故 ,4 是 凝聚 模 . 由 引 理 4.1.4 知 ,4, 是 
As- KERR. 因此 A 是 凝聚 环 . 

定理 4.1.6 设 A 是 左 凝聚 环 , A Æi p. Z AH, 则 下 列 陈 述 是 
等 价 的 : 

G) pdAX<n; 

Gi) Tort, ,(A/I,A)=0. 这 里 TT 是 A 的 任意 {.g. 右 理想 ; 

Qii) Ext (A, A/D =0. BIB A 的 任意 f.g. 左 理想 . 

证 明 OSGi 成 立 是 显然 的 . 

GDG) 设 B 是 任意 f.p. 左 A 模 , 对 B 的 生成 集 所 含 元 素 个 
Bom. 作 数 学 归纳 法 证 明 Exty''(4,B)=0. m=, HABARE 
H, M B 宇 A/T,T 是 A 的 f.p. 左 理想 . iD Ext)! (A.B) S 
Ext,’ (A, A/D =0. 车 mm 之 1, $ B' 是 由 B 的 生成 集中 前 一 1 个 元 
素 生成 的 子 模 ， 则 得 正 合 列 0 一 B' 一 B 一 B/B' 一 0， 因 A 是 左 凝 聚 环 ， 
故 f{.p. 模 B 的 {.g. 子 模 B' 也 是 f.p. 的 .因而 B/B' 也 是 f.p. 的. 由 
Ext (4, 一 ) 得 正 合 列 

se Ext) 'C4A,B>Exty! (A,B)>Exty (A, B/B') 
一 Ext 和 2(4 ,有 ee, 
{8 AU BIA. Ext (A,B) =Exty'(A,B/B')=0. 于 是 得 
Ext,’ '(A,B)=0. 因而 由 命题 2.5.16 知 pdA<n. 

Medi) 因 A 是 左 凝聚 环 , 故 由 命题 2.5.4 知 pd4 一 fd4. 因而 
根据 定理 2.2. 1 知 G) 全 (ii) 是 成 立 的 ， 

定理 4.1.7 设 4 是 交换 凝聚 环 , FAR Lp. AK, Ml 

pd,A=Sup {pda (An) |Y mEMax(A)). 

证 了 明 首先 , 由 引 理 3.1.6, 得 

Sup (pda (An) |Y mE Max(A)}<pdad. 
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反 过 来 , 可 仿照 定理 3.1.7 的 证 明 ， 又 得 

pdaA<Sup {pda (An) |Y m€Max(A)}, 
pd,A=Sup{pda, (An) |W mE Max(A)). 

在 定理 4.1.7 中 , 如果 A 是 交换 Noether HW, A 是 f.g.4- 模 ， 就 
得 到 定理 3. 1. 7. 

下 面 ,把 关于 Noether 环 的 换 环 定 理 推 广 到 凝聚 环 . 

定理 4.1.8 设 4 是 左上 凝聚 环 , 了 是 4 的 理想 且 7TS.J(4)，4 是 
f.p. 左 A- 模 . 车 TorsCA/1,A)==0, Y n>0, W 

pd,A=pda,;(A/TA). 

证 明 因 Tor?(A/T,A)=0. V n>0, 故 由 命题 2.2.5 得 

pdx (A/TA)<pdaA. ` 

反 过 来 ， 设 pda (A/TA) =n0, Xf 作 数 学 归纳 法 . 

如 果 2=0, HA/AA 是 自由 A/I- 模 , 令 41,4s,…' an EAIA 是 它 
的 基 , 这 里 wE4, MB 是 由 {ai,as，,…,aw) 生 成 的 4 的 子 模 , 那么 就 
有 A=B+H+IA. 

A/B=(B+IA)/B=I(A/B). 
Al ISJCA)A A/B Æ f.g. W. BH Nakayama 引 理 得 A=B. XH A 
EARR, WI A- 模 的 正 合 列 
0+K-F +A—0, (2) 
其 中 下 是 f.g. 自由 模 ，{e1,e,,… ,ew) 是 它 的 基 , H 2(ei) 一 ar 一 1，2， 


wom, WK Æg 的 .于 是 可 由 (2) 诱 导 得 正 合 列 


la: 
Tort (A/I, A) >A/IQaK>4/1Q,F EAIA. 


但 Tor (A/I, A) =0, H 1419 是 A/T- 同 构 ， 于 是 得 47QAK = 
K/IK=0, RI KI=K. 又 因 尺 是 f.g. 的 , BITJA), 故 K=0. A 
此 4 是 自由 模 . 如 果 ”= 一 0, H A/IA 是 投射 A/T- 模 ,由 于 ARERR 
RH, A X f. p. 的 ,那么 得 A- 模 的 正 合 列 


0 一 天 一 下 一 4 一 0， (3) 
APF fe f.g. 自由 模 , K 是 f.p. 的 . 因而 又 得 4/7- 模 的 正 合 列 
0+K/IK-+F/IF>A/1A>0, (4) 
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A A/IA 是 投射 A/T- 模 . 故 (4) 是 分 裂 正 合 的 . 

F/IFXK/IK@A/IAZ(K@A)/I(K@A). 
ACK@OA/I(K@A BE. g. 4/I- 自 由 模 , 由 上 面 证 明知 KOA 是 自由 
4- 模 , 所 以 A 是 投射 模 . 

如 果 xz 之 0,， 又 作 A- 模 的 正 合 列 (3), 因而 又 得 A/T- 模 的 正 合 列 
(4), 其 中 F/IF 是 自由 A/T- 模 . 因 pdsi1(A4/14)==n, 故 pda1(K/IK) 
=n—1, 并 且 由 Tor4(A/I,A)=0 知 Tor*(A/I1,K) 二 0,Y n>0. 而 后 
应 用 归纳 法 假设 得 pdsK==n 一 1. 于 是 由 正 合 列 (3) 得 pda4 Sn. 

在 定理 4.1.8 中 ,如 果 A 是 左 Noether 环 , 4 是 f.g. 左 4- 模 时 ， 
就 得 到 推论 2. 3. 9. 

引 理 4.1.9 设 4 是 任意 环 , 了 是 它 的 理想 . HAR p EA, 
则 A/IA ££. p. Æ A/T- 模 . 

证 明 因 A4 是 f.p. 的 ,于 是 得 正 合 列 FoFi > A>0, Hp FoF 
E fg 自由 模 . 因而 又 有 正 合 列 

A/I@Os FI>A/IOa FA/IOaA—0. 
故 左 A/T- 模 序列 
F/IFI>Fo/IFo >A/1A—>0 
ES. F/IF,, F,/IF, Æ f.g. 自由 A/T- 模 所 以 A/IA 是 f.p. 左 
A/T- 模 . 
定理 4.1. 10 设 和 4 是 左 凝聚 环 ,I 是 4 的 理想 且 TS.J(C4)， 则 
l. f. f. p. dim ASI. f. f. p. dimA/I+r. fda (A/I). 

证 明 # Lf. fp. dim (A/D =, Rr. fda (A/D 一 co， 则 结论 成 
立 是 显然 的 . BÆ L f. f. p. dim A/D=m< F r. fda (A/I) =n, 
A 4 是 任意 {.p. 左 AHH lL pdA<co. 因 4 是 左 凝 裹 环 , 故 由 推论 
4.1.2 知 . 4 具有 有 限 自由 分 解 

0 (5) 
其 中 每 个 ,是 f.g. 自由 模 . i K,=—Kerd,,. WK, Æ fp... A 
r.fd,(A/ID=n, W1 
Tor#,,(A/T,A)=05V s>0. 
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但 是 由 (5) 又 有 
Tor?.,(A/T,A)Tort (A/I,K,)=0,Y s>0, 
故 根据 定理 4.1.8 得 
l. pdaK, =l. pda: (K,/IK,„). 
因 l. pd, A <œ, Wt l. pdiK, =1. pda, (K,/1K,) <œ. 又 应 用 引 理 
4.1.94 K,/IK, Æ f. p. £ 4/ 三 模 . 因此 得 
l. pda (K, /IK DSL. f. f. p. dim (A/D =m. 
l. pd, A=]. pdaK, tnXm+n. 
综合 以 上 讨论 , 就 得 
l. {. f. p. dim A<I1. f. f. p. dim (A/I) +r. fd,CA/T). 

引 理 4.1.11 RAEE RRH, I EAK fg 理想, 则 A/T BE 
RI. 

证 明 作 左 A- 模 的 正 合 列 

0 一 7 一 4 一 4/T 一 0. 
因 A 是 左 凝聚 环 , 且 7 了 是 {.g. 的 , 故 由 定理 1. 3.3 知 ,A/I 是 左 ABR 
模 . 因而 AI 也 是 左 A/T- 凝 聚 模 . 所 以 4/ 工 是 左 凝 聚 环 . 

定理 4.1.12 设 4 是 左 凝 聚 环 ,7 是 4 的 f.g. 理想 , 日 [EJ(A)， 

则 
W. gl. dim ASW. gl. dim (A/I) +r. fda CA4]T)， 

证 明 不 妨 假 定 W. gl. dim( A/T) =m<o@ff r. fdy( A/D =n<oo, 
S ARIER fp AAR, 因 A 是 左 凝 聚 环 , 故 由 推论 4.1.2 MHA 
左 A- 模 的 正 合 列 

>K, > F >r, i Fe PA, 
其 中 每 个 ,是 f.g. 自由 模 , K, Æ f p. 6. LA r. fda A/I =n, & 
Tori.. (A/I,A)Tort (A/I ,K,)=0,Y s>0. 
应 用 定理 4.1.8 得 
l. pdaK,=1. pd (K,/IK,). 

l. pdah=1. pdyK, +n =l, pdar(K,/IK,)+n. (6) 
但 4 是 左 凝 聚 环 ， 故 由 引 理 4. 1. 11 知 4/ 了 也 是 左 凝 聚 环 ,于 是 根据 
定理 2. 5.5 得 
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W.gil.dimA=1.f. p.gl.dimA, 
W. gl. dim (A/D) =1.f. p. gl. dim (A/D =m. 
又 在 (6) 式 中 ,KK,/IK, Æ f.p. & A/T- 模 , 1. pda. (K,/IK,)<m, 
L. pdsASm-+n. 
综合 以 上 讨论 得 
W. gl. dimA<W. gl. dim(A/I) +r. {da (A/D). 

在 定理 4. 1.12 中 , 如 果 ABA Noether 环 , 了 是 4 的 理想 上 且 I 性 
JCA), 就 得 到 定理 2. 3. 7Gi). 

定理 4.1.13 RARER, E A 的 正规 .正则 元 , HAE 
JCA), W 

G) L f.f. p.dimA=l. f. f. p. dim(A/AA) +1; 

Gi) # W. gl. dim(A/AA) <0, 必 有 

W. gl. dimA=W. gl. dim(A/AA) +1. 
证 明 G) 因 4 是 正则 元 , 故 得 右 4- 模 的 正 合 列 
0>A A+ A/2A>0. 
KH AAA fH rr YEA 从 而 对 任意 左 4 模 4, 必 有 
Tor$(A/AA, A) =0. 故 r.fds(A/4) 委 1. 再 由 定理 4. 1. 10 得 
l. f. f. p. dim ASL. f. f. p. dim(A/AA) +1. 

其 次 , #1. f.f. p.dim (A/A =n<0, WEE f. p. A AAA- B, 
Hl. pdaaB=n. 但 4 是 正规 .正则 、 非 单位 元 ,由 定理 2.1.7 得 1. pdaB 
=n+1. 又 易 知 B 是 f.p. 左 AB, Alf. f.p.dimAln+1. & 
l. f. f.p.dim(A/AA) =œ, WEE f. p. Æ ANAA- B., 使 得 

nl. pda wBmoo. 
从 而 1.pdsB 之 n 十 1. $ l. f. f. p.dimA=co. 
综合 以 上 讨论 ,得 
l. f. f. p. dim A=L. f. f. p. dim(A/AA) +1. 
Gi) 首先 ,由 定理 4.1. 12， 得 
W. gl. dimA<W. gl. dim(A/AA) +r. fda(A/AA). 
由 G) 的 证 明知 ,rr. fda (4/401, 
132 


es a 全， -ren re ren 


W. gl. dimA<W. gl. dim(A/AA) +1. 
其 次 , 因 4 是 左 凝 聚 环 , 故 由 引 理 4.1.11 知 AAA 也 是 左 凝 聚 
环 . 于 是 
W. gl. dimA=1.f. p. gl. dimA, 
W. gl. dim(A/AA) =l]. f. p. gl. dim(A/AA). 
因此 类 似 于 (i) 的 证 明 , 可 推 得 
W. gl. dimA>W. gl. dim(A/AA) +1. 
W. gl. dimA=W. gl. dim(A/AA) +1. 
在 定理 4.1.13(ii) 中 ,如 果 4 是 左 Noether 环 ， 就 得 定理 2. 3. 4. 


4.2 凝聚 拟 局 部 环 上 的 模 


本 市 将 研究 族 聚 拟 局 部 环 及 其 模 的 同调 维 数 ， 主 要 是 推广 3. 3 节 
中 Noether 拟 局 部 环 上 f. g. 模 的 一 些 结果 . 在 这 一 节 里 ，A 表示 拟 局 
部 环 , J HEK Jacobson R, 于 是 A/J 是 除 环 , 且 J 为 4 的 唯一 极 大 

定理 4.2.1 设 4 是 左 凝 聚 拟 局 部 环 , 4 是 f.p. 左 AM, WE 
陈述 是 等 价 的 : 

D A 是 投射 模 : 

Gi) 4 是 平坦 模 ; 

Gii) Ext,(A,A/J) =0; 

Gv) Tort(A/J ,A)=0. 

WEAR OSGi 由 命题 2. 5.4 直接 推 得 . 

GD e Gv) 因 4 是 左 凝 聚 环 , 4 是 f.p. ZAR, 故 由 推论 
4.1.2 知 4 具有 有 限 自由 分 解 , 于 是 得 

Torf (Hom; (A/J,Q/Z),A)2Homz(Ext\(A.A/J),Q/Z), 
其 中 QQ 是 有 理 数 环 , Z 是 整数 环 . 再 仿照 定理 3. 3. 2 的 证 明 , 便 知 结 
论 是 成 立 的 . 

O=) 由 定理 2.1.1 知 结论 成 立 . 

GDG) 仿照 定理 3. 3. 2 的 证 明 , 便 知 结论 是 成 立 的 . 
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在 定理 4.2.1 中 ,如 果 A 是 左 Noether 环 , 4 是 f.g. 左 4- 模 .就 
得 到 定理 3. 3. 2. 
同样 , 与 定理 3. 3. 3 的 证 明 类 似 , 又 可 得 到 : 
定理 4.2.2 设 4 是 左 凝 聚 拟 局 部 环 ,， A Ef p EAR, nS 
一 1) 是 整数 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) pdA<n; 
Gi) Ext, 'CA,A/J)=0; 
Gii) Tort, (A/J7,A) =0. 
推论 4.2.3 设 4 是 交换 凝聚 环 ，4 是 上 p AR, 则 pdAcne 
Tor, (A/m, A)=0,Y mE Max(A). 
证 明 ”由 定理 4.1.7 得 
pdA =Sup {pda A, lV mE Max (A)). 
又 由 命题 4.1.5 知 局 部 环 A, 也 是 凝聚 环 . 于 是 根据 定理 4. 2. 2 得 
pda An Sn Tori”, CAm Mms Am) =0. 
但 是 
Tor” CAn/Mns An) =LTori (A/m, A) In 
pdA<n@pda An Sn, Y mE Max(A) 
全 Tor4 (A/m, A)=0,Y mE Max(A). 
定理 4.2.4 KA A BR Wy BH, Ml W. gl. dimA= 
r. fda (A/T). 
WEAR RBE r fda(A/J=n<oo. 由 定理 2. 3. 2 得 
W. gl. dimA=Sup{l. fda (A/D) |I 是 A 的 任意 f.g. 左 理想 }. 
因 A 是 左 凝聚 环 , A/T 是 f.p. 左 4- 模 , 故 根据 推论 4.1.2 知 必 有 AA- 
模 的 正 合 列 
O+K >F, >F eF >A, (1) 
其 中 每 个 已 是 {.g. 左 4 自由 模 , K, ofp. AAR, 
Tor? (A/J,K, Tort. (A/J A/D). 
Al r. fda A/D =n, 故 得 
Tort (A/J 6K, Tori. (A/J A/D) =0. 
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又 由 定理 4.2.1 知 天 , 是 投射 左 ABM, 因此 由 (1) 可 得 
l. fda A/D Sn., Y f.g. EHH I. 
W. gl. dimA=r. fd,CA/J). 
下 面 ,我 们 讨论 交换 环 的 情形 . 
引 理 4.2.5 设 A 是 交换 环 , S 是 4 的 元 素 的 乘法 闭 集 , 1€S 且 
0&S. Æ A&A, MY 
G) fda (A) <{dA; 
Gi) fdsA=Sup (ida A, |Y mE Max(A)}. 
WEAR O A fdsA=oo, 则 结论 成 立 是 显然 的 . Ffd,Aj=n< 
o, 令 B 是 任意 4- 模 , 对 任意 ME 4, DEB, EK A= [4]. WB 
A-F, H B&B. 于 是 得 
Tor® (A,,B)2Tor®, (A,B) [Tort (4,B)]. 
Al fdsA=n, fk Tort, CA. B)=0. 因而 Tors, (A.B)=0. 所 以 
fda A.<n=fd,A. 
Gi) 首先, AG) 
Sup {fda A, |W mE Max (A) Sid, A. 
假定 Sup {fda Anl Y mE Max(A)} =n, B 是 任意 A- 模 , 于 是 
0=Tor (A, +B, = [Tori (A,B) J, Wm €Max(A). 
因此 Tort,,(A,B)=0. W fd4A<n. 
fd,A=Sup (fd A, |W mE Max(A)}. 
SE 4.2.6 设 4 是 交换 环 , S 是 4 的 元 素 的 乘法 闭 集 ，1ES H 
OES, M 
G) W. gl. dimA,<W. gl. dimA; 
Gi) W. gl. dimA=Sup({W. gl. dimA„ |Y mE Max(A)}. 
证 明 G) 设 4 是 任意 AR. 由 引 理 4.2.5(i) 的 证 明知 ，A 也 可 
构成 A- 模 , 并且 有 
fda AXfd,A. 
“, Wegl. dimA<W. gl. dima. 
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Gi) AG) 48 
Sup {W. gl. dimA,, |W mE Max(A)}<W. gl. dimA. 
AM, 若 4 是 任意 A- 模 ， 则 由 引 理 4. 2. 5(ii) 得 
fda A =Sup (fda (An) |Y mE Max(A)}. 
{d,A<Sup {W. gl. dimA,, |Y mE Max(A)}. 
综合 以 上 讨论 得 
W. gl. dimA=Sup{W. gl. dimA„ |Y m EMax(A) )， 
定理 4.2.7 设 A 是 交换 凝聚 环 , 则 
W. gl. dimA=Sup {fd,(A/m) |Y mE Max (A)). 
证 阴 首先 , 根据 引 理 4. 2.6 得 
W. gl. dimA=Sup{W. gl. dimA, |Y m€Max(A)}. 
因 A FERED, 故 局 部 环 人, 是 凝聚 的 . 于 是 由 定理 4. 2. 4(ii) 得 
W. gl. dimA,,=fda (A,,/mn). 
因此 又 由 引 理 4. 2. 5(ii) 就 有 
W. gl. dimA=Sup {fda (4/m)| Y mE Max(A)}. 
推论 4.2.8 设 A 是 交换 环 , AMER me Max(A), A, BER 
EH, 则 
W. gl.dimA= Sup ({ds (A/n) |Y mE Max (A)}. 
WEAR 仿照 定理 4. 2.7 的 证 明 可 直接 推 得 . 
现在 , 应 用 上 面 的 结果 , 给 出 计算 交换 凝聚 局 部 环 的 人 .f.p.dim 
维 数 一 个 法 则 . 
命题 4.2.9 设 4 是 交换 凝聚 局 部 环 , Aida A/J)<co, iil 
f. f. p.dimA={d,(A/J). 
WEAR 因 4 是 交换 凝聚 局 部 环 ， 故 由 定理 4.2.4 知 W. gl. dimA 
=fdaCA/J). 因 fdaCA/J)<oc, 故 根据 命题 2. 5. 8 得 
f. f. p.dimA=W. gl. dimA=fd,CA/J). 
定理 4.2.10 设 4 是 交换 凝聚 局 部 环 , J fg 的， 且 
pdsC4A/J)<co, MI 
f. f. p.dimA=pd,(A/J). 
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证 明 因 A/7 是 f.p. 的 , BA BRR, M fds (A/J)= 
pda(A/J). 又 由 命题 4. 2.9 得 
f. f. p. dimA=pda (A/7). 


4.3 ”凝聚 局 部 环 的 余 维 数 


在 3.4 节 中 ,我们 定义 了 模 的 余 维 数 的 概念 ,并且 证 明了 关于 有 
限 整 体 维 数 的 交换 Noether 局 部 环 的 Auslander-Buchsbaum 定理 . 本 
节 , 我 们 将 研究 凝聚 局 部 环 上 f. p. 模 的 余 维 数 , 推广 Auslander- 
Buchsbaum 定理 . 

在 这 节 里 , 所 指 的 环 4 都 是 交换 环 , J 代表 环 A 的 Jacobson 根 . 

定义 i AEA, asaya, EJ. Æ asata 是 一 个 A- 
序列 , 则 称 a ,as,… ,a 是 一 个 正规 4- 序 列 . 

定义 设 4 是 4- 模 , 如果 存在 一 个 正规 4- 序 列 , CHA nM, 
且 任 意 正 规 4- 序 列 的 项 数 都 不 超过 mw， 则 称 A 的 余 维 数 为 x», 记 作 
Codh,A=n. 

WM 43.1 设 4 是 交换 凝聚 局 部 环 ，4 Ef. p. AR. Zara, 
"a, 是 正规 4- 序 列 ， 则 

pdylA/ Ca, ,a ,0,)A ]=pd,A+n. 

证 明 与 定理 3.4. 1 的 证 明 相 类 似 , 证 明 中 仅 需 应 用 定理 4. 2. 2 
就 可 以 了 , 在 此 不 再 详细 推导 . 

命题 4.3.2 设 4A 是 交换 凝聚 局 部 环 , 4 Ef p A- 模 , AW. gl. 
dim4<<e， 则 任意 正规 4- 序 列 的 长 度 有 限 , AAW. gl. dimA. 

WEAA 设 a,az,… ,a 是 一 个 正规 4- 序 列 , 由 命题 4. 3. 1 得 

pda[A/(a va ,0,)A l=pdsAtn. 
A Afp. Aj, 故 A/(a,as,b…,a,)Ah 也 是 f.p. A, 且 4 是 凝聚 环 . 
于 是 得 
pdylLA/(a,,@2,°+,a,) A ]=fdyLA/ (a; saana) A] 
<W. gl. dimA. 
因此 pduA+n<w. gl. dimA. 所 以 每 个 正规 4- 序 列 的 长 度 有 限 ， 且 不 
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超过 W. gl. dimA. 

定义 设 B 是 A- 模 4 的 子 模 , A BAA. MRI AECA GEA, Y 
MEBI, DA ae BRAACB, 这 里 n 是 某 个 正 整 数 , 则 称 BH A 
模 4 的 准 素 子 模 . 

设 B 是 A- 模 4 的 准 素 子 模 , 令 P= (ACA\WACB, n ERDE 
整数 }, M P 是 环 4 的 一 个 素 理 想 , 记 P 二 r+(B), # B 为 P- 准 素 子 
模 , 而 PP 称 为 相伴 于 B 的 素 理想 . 

定义 设 B 是 4- 模 4 的 子 模 ， Ni(i 二 1,2,…,g) 是 4 的 准 素 子 模 
. 若 

B= /N_iN,, (1) 
并 且 适 合 以 下 条 件 : 
G) rN) ,r(Ns),…,r(N,) 是 互 不 相同 的 ; 
GD IHE -NER R ASS), BA 
BÆN NANa NANa N Nes 
则 称 (1) 式 为 B 在 A KIREK OM JE NO UET B 的 素 理 

命题 4.3.3” 设 4 是 交换 环 A 上 的 Noether 模 , 则 它 的 每 个 子 
模 在 4 内 有 标准 准 素 分 解 (文献 [123] 定 理 2. 3 的 推论 ). 

设 A 是 A- 模 , ie Ann, A= (AE A|AA=0}, Mj Ann A 是 4 的 一 个 
理想 , 把 它 叫 做 模 4 的 零 化 子 . 易 知 模 4 NTH BAERS RMeBSs 
4, 且 对 任意 ME4,zaE4, SABHA aC BRE 

A€ Rad(Ann,(A/B)). 

引 理 4.3.4 设 4 是 交换 环 , A 是 Noether4- 模 , BE AW TE, 

O 了 不 包含 在 任何 属于 B 的 素 理想 中 

Gi) 存在 wE7, 使 得 B: ,a=B; 

Gi) Bt J=B. 

证 明 因 4 Æ Noether f&, 由 命题 4.3.3* 知 ,已 在 4 内 有 标准 
准 素 分 解 . 设 B= 门 -N 是 已 在 4 内 的 标准 准 素 分 解 ，N, 是 已- 准 
素 子 模 . 
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(一 (il WIEP, i=1,2, sq WFE CET, 使 得 AEP I= 
1,2,…，,9, 从 而 又 有 : =N. 
B: aa 三 ( 门 -ND) :aa 
= (N; : 40) = NN,=B. 
GDG AGODA B: JCB, 故 Gi) 成 立 是 显然 的 . 
GDG) AB: J=B, 故 得 
B=(B: al)? al=B: al’. 
这 样 继续 下 去 , 对 任意 正 整 数 n, HA BSB: 不 失 一 般 性 , 不 妨 
假设 I 和 Pi, IEP, IEP, (AICP... IGCP, 我 们 证 明 s=g. 
如 果 sti<j<q, 就 有 TCRad(Annn(A/N))). 因 了 I 是 f.g. 的 , 故 必 
有 正 整 数 m, 使 得 I"4CNj, 这 里 st1i<j<q. BIN; a”=A, s+] 
<j<q. XA IEP., 且 已 是 素 理想 , h EP, 这 里 ISAS. 从 而 
对 1<h<s. 必 存 在 a CI” ,使 得 a, & Py. 
NiGN, amCN : a, = N,. 
因此 N, : 4a”=N';,1<h<s. 
Be gl” =(Ny :aT OM ANG LOA CN EP 
NON, : al”) 
=N N NOAM eNA 
=N N QN.. 
但 是 已 知 B=B: ,1", 于 是 得 
B=Nf NNN ANN NNN N,. 
所 以 s=q. 

在 下 面 的 讨论 中 ,所 指 的 环 A 丝 是 交换 凝聚 局 部 环 , 用 表示 它 
的 唯一 极 大 的 理想 . 

引 理 4.3.5 if A  NoetherA-, Hm #hg. HW. 若 A4 的 适合 
mB=0 的 子 模 仅 有 零 子 模 , W m 必 含 有 一 个 元 素 , 它 关 于 4 是 正则 
元 . 

证 明 RO: am=0, 由 引 理 4.3.4 知 ,zz 不 包含 在 任何 属于 A 
的 零 子 模 0 的 素 理想 中 . 于 是 存在 Emn, 使 得 a 不 属于 零 子 模 0 的 任 
一 素 理 想 中 . 因此 0 : sa 二 0, 即 a 关 于 4 是 正则 元 . 
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引 理 4.3.6 iA fe f. p. NoetherA-B, Hm fg MH. G 
W. gl. dimA<co, 则 pd,A=W. gl. dimAh 的 充分 必要 条 件 是 存在 4 的 
非 零 子 模 B, 使 得 mB=0. 

证 明 若 存在 4 的 非 零 子 模 B, 适合 mB=0, 则 不 失 一 般 性 可 假 
定 B 二 (zx). 定 义 g: A>B {Ë àm ATV AEA, 则 yg 是 ARMA. Kerg= 
m. 因此 B>A/m. 于 是 有 A- 模 的 正 合 列 


0 A/m—>A—>A/B-0. (2) 
4 W. gl. dimA=n<oo, 由 (2) 又 得 正 合 列 
0—Tors(A/m,A/m)—Tor:(A/m,A). (3) 


因 A 是 交换 凝聚 局 部 环 故 根 据 定理 4.2.4 得 fd, (A/m) = 
W. gl. dimA=n. 于 是 又 由 定理 4.2.2 知 Tor*(A/m,A/m) 关 0. 因而 
Tor4(A/m,A) 关 0. 再 应 用 定理 4.2. 2 得 

pd,A=n=W. gl. dimA. 

反 过 来 , 假定 pd,A=W. gl. dim4， 如 果 仅 有 4 的 零 子 模 适 合 mB 
=0, 由 引 理 4. 3.5 知 , 存在 aeEm, a 关于 4 是 正则 元 . 又 根据 命题 
4.3. 1 得 

pd,(A/aA) =pdsAt+1=W. gl. dimA+1. 
但 是 4/aA Æ f.p. A-R, AOA 是 凝 诊 环 , AY pda (A/aA)=fd,y(A/aA). 
于 是 
pd,C(A/aA)<W. gl. dimA. 
这 就 导出 了 矛盾, 故 必 存 在 4 MAES TER B, 使 得 mB=0. 

定理 4.3.7 设 4 是 交换 凝聚 局 部 环 ，W.gl.dim4<co, Hm Æ 

fg. 的 , 若 4 是 fp.Noether 人 A- 模 ， 则 

pd,A+Codh,A=W. gl. dimA. 
WEAR 首先, 由 命题 4. 3. 2 得 
Codh,A<W. gl. dimA <œ. 
现在 令 CodhsA =n, M F E TE BL 4- 序 列 osast an 并 应 用 命题 
4.3.1 得 
Codh44 十 pda4 一 7 十 pda4 一 pdiL4]Col sassa) A]. 
因此 下 面 仅 需 证 明 pdalLA/(a,a2,°°,0,) A=W. gl. dimA. 因而 由 引 
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H 4.3.6, RAWH m FAE A/ Casa a, A 的 某 个 非 零 子 模 . 反 
之 , 因 4 是 Noether 模 , W 4/(a,Q,"… ,a,)A 也 是 Noether 模 . 由 引 
理 4.3.5 知 , 存在 aim. 它 关 于 4/(aw ,os)4 是 正则 元 . A 
而 aisat 50450, IEE 4- 序 列 . 这 与 CodhsA=n 相 了 矛盾. 
pd,A+Codh,A=W. gl. dimA. 
显然 定理 3.4. 8(Auslander-Buchsbaum) # EH 4. 3.7 的 特殊 情 
in. 


44 ”凝聚 GCD 整 环 的 同调 特征 


在 3.5 节 中 , 我 们 证 明正 则 局 部 环 ( 即 有 限 整体 维 数 的 交换 
Noether 局 部 环 ) 是 唯一 的 分 解 整 环 ， 因 而 是 整 环 . 本 节 将 推广 这 个 结 
果 , 首先 讨论 凝聚 局 部 环 .不 可 分 凝聚 环 是 整 环 的 同调 特征 ， 然 后进 
一 步 研究 凝聚 局 部 环 、 不 可 分 凝聚 环 是 最 大 公 因 子 整 环 (GCD) 的 同调 
特征 . 

本 节 所 指 的 环 4 皆 是 交换 环 . 若 4 是 局 部 环 , 则 用 表示 它 的 唯 
一 极 大 理想 . 

定义 设 4 是 4- 模 , 令 

Ass,(A)={P€ Spec (A) | FERA OFLC AP 是 包含 (0 : sx) 

的 极 小 素 理想 }， 
则 把 Assa(4) 称 为 模 4 的 相伴 素 理想 集 , 把 尸 叫做 (0 : sz) 上 的 极 小 
素 理 想 . 

Wis. 把 (0 : sx) 简 记 为 (0 : zx). BR, (0 : xz) 二 Anna(r). 

命题 4.4.1 设 4 是 A- 模 , 0OATEA.P 是 (0 : x) 上 的 极 小 素 理 
想 . FI AW fg. 理想, AICP, 则 存在 非 负 整 数 n 和 元 素 XE A 
—P, 使 得 4?"x 二 0. 

证 明 A PEO: ERDER, 故 PAO: r) 是 分 式 环 
(A/(O? x))p 的 唯一 素 理想 . 因此 PAO: x))p 中 每 个 元 素 都 是 过 
FH. 而 TS 已 , 故 7(C4A/(0: x))p 中 每 个 元 素 也 是 寡 零 元 , HI Ef. 
g 的 . 因而 必 存 在 非 负 整数 n 和 元 素 AC 4 一 已 , 使 得 "zx=0. 
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推论 4.4.2 KARAM. BAW Ig. 理想 . BISP. 对 某 个 
PEAss(4)， 则 存在 O4aC A, 使 得 la=0. 

证 明 i I= (asana), HICP.P BO: xz) 上 极 小 素 理想 ， 
其 中 xz 是 4 中 某 个 元 素 . 由 命题 4.4.1 知 , 存在 非 负 整数 ”和 元 素 A 
E 4 一 已 , 使 得 Ae =0. RARP AO: SP, ARO: r), EAr 
#0. 于 是 有 m 使 Aer A0, 而 Aen 2 =0, Wair. AH, A 
m: ÎE ari 70, M ag? '2,=0, id rS. 一 般 地 ,， 有 x 二 ?ix F 
0， 而 wz 一 0. 因此 存在 0 关 x,E A, 使 得 ax,==0,i= 二 1,2,…,n. 取 
a 二 7X,， 则 Ia 二 0. 

定义 设 4 是 交换 环 , AX AKER fg. MAT, WEO: DS 
0,， 则 称 4 为 具有 性 质 (P) 的 环 ， 也 称 为 0- 环 . 

我 们 把 (0 : DURI HFEF. 因此 , 一 个 具有 性 质 (P) 的 环 A, 
即 指 4 的 每 个 fg 理想 名 有 非 零 零 化 子 . 

H 设 A 是 交换 局 部 环 ,，m 是 它 的 唯一 极 大 理想 ,， Ame 
Ass(A), WW A 具有 性 质 (P). 

事实 上 ,假定 7 是 4 的 任意 f{. g. 理想, 则 ITSCm， 由 推论 4.4.2 
Hl. 0 关 4E A, 使 得 AI=0. HCO: DA0, 即 A 具有 性 质 (P). 

引 理 4.4.3 设 4 是 局 部 环 , F Eig 自由 模 . 若 4 具 有 性 质 
(P), mj 

mF=(r€F |i 04a€ A {Ë ax=0}. 
证 明 BR {ep sey ott sen) 是 F 的 基 ， 对 任意 IEF, 则 
工 一 >”, Aei AE AGS L, 2, un). 
若 rEmF, W Asht Ay Em. S I= Abin A), A ABAR 
(P), 于 是 3 OFAC A, 使 得 al=0. M aù =0,i=1,2,1,n. M w 
ar=0. 

cre F—mF, Wr 的 表示 式 中 必 有 某 个 Am. 假定 有 eC AI 

合 ar=0, FÆ 
ade, te Hahei t "e Hale, =0. 
但 {ej,e;,…,e,}) 是 下 的 基 , 因而 
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aà = = ah = = ad, = 0, 
Hàm. MAF A 有 逆 元 素 各 '， 因此 由 ah 一 0 得 a=0. 
综合 以 上 讨论 得 
mF=({z2E€F |J 0o4a€ A ff ax=0}. 

定理 4.4.4 局 部 环 4 具有 人 性质 (P) 全 对 于 任意 fg. SHAKE 
和 下 的 子 模 天 , AK fg. 自由 模 时 , F/K 也 是 自由 A- 模 . 

证 明 若 4 具有 性 质 (P), 由 引 理 4.4.3, 得 mK 二 mF 站 K. A 
K/mKZK@,(A/m), F/mFX=FOQ (A/mm), 并 记 包 含 映 射 f : K>F, 
故 得 A- 同 态 

FO lam : KO A/m) > FO A/m)., 


从 而 必 有 交换 图 
K/mK F/mF 
KOA/ m EFO, A/m) 


其 中 两 个 垂直 映射 是 同 构 , 了 (x 十 mK) 二 x 十 mF,Y rEK. #rEK 
且 x 十 mF 二 0, 则 XEK 门 mF 一 mK. 故 x 十 mK 一 0. 因此 地 是 单 同 
SS. 而 知 Olm he BA. 以 F/K 是 自由 模 . 

RIK, RIS AA ADB ARER fg 理想 , 要 证 (0: 了) 
A0. 对 任意 xE4h, EM ft AA? fH r Or rx Ar). Wf Æ 
A- 同 态 , A Kerf=(0:7). #Kerf=0, RAY ALAA 都 是 f.g. 自由 模 
H.A 是 A? HO FE, Nh BIR Cokerf=A” /A 也 是 自由 AB. 故 
Slam © ABs A/mm) APR) (A/mm) EAS. 考虑 下 面 交换 图 


A/mA 了 [1 
CO14w 
AQ,(A/m)——"> A’ DA/m) 


其 中 两 个 垂直 映射 是 同 构 , Fr tm A= Ordre AD AmA, Y r 
€E A. 又 因 Im, WAL, Az, tt A,r) EmA”. FEA f=0. 从 而 
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FOV 4m. 这 与 Fl1ww 是 单 同 态 相 了 矛盾， 所 以 Ker f= (0+ D#0, B 
A 具有 性 质 (P). 
定义 设 4 是 4- 模 , 若 存 在 4- 模 的 正 合 列 
OF > F >F | > F, > A> 0, 
其 中 每 个 ;是 f.g. 自由 模 , 则 称 模 4 具有 FFR 分 解 . 
推论 4.4.5 设 局 部 环 4 具有 性 质 (P), 则 每 个 具有 FFR 分 解 的 
A- 模 都 是 自由 模 . 
证 明 设 4 是 4- 模 , CHA FFR 分 解 
0 一 一 下， Oop, he, >en ——>F, > F, —A —>0, 
因而 得 A- 模 的 短 正 合 列 
0+F,—>F,_,>Imd,_,—>0, 
0—Imd,_,—F,_,—Imd,,_.—0, 


(1) 


0+Imd,—F ,> A. 
Al 4 具有 性 质 (P), 故 由 定理 4.4.4 知 Imd, :是 自由 模 . 从 而 又 知 
Imd, 2B HR. 这 样 继续 下 去 , 最 后 便 知 4 是 自由 模 . 
推论 4.4.6 设 4 是 交换 凝聚 局 部 环 ， 上 且 4 具有 性 质 (P). 若 4 
Æ f.p. 4- 模 , fdA<oo, MA 是 自由 模 . 
证 明 因 4 是 凝聚 局 部 环 ， 故 由 推论 4.1. 2 得 A- 模 的 正 合 列 
0 一 天 ,一 下 1 一 … 一 人 一 下 0 一 4 一 0， 
其 中 每 个 已 是 fg. 自 由 模 , K, Æ fp 的 . 不妨 设 fd4==n, 因而 
pd,A=n. 又 由 定理 2.1.1 知 天 , 是 投射 模 , KK 也 是 f.g. 自由 模 . 
于 是 再 由 推论 4.4.5 便 知 4 是 自由 模 . 
推论 4.4.7 设 4 是 交换 凝聚 局 部 环 , H ARAE), N 
W. gl. dimA=œ, B 0. 
定义 WAH g AR, 日 4 具有 FFR 分 解 
0—>F, >F,- 1> > F > Fy A> 0, 
RRES F Æ fg 自由 模 , 记 
Xa(A)= X (—1)'rankF;, 
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并 把 它 叫 做 模 4 的 Euler 特征 . 为 方便 起 见 ， 有 时 把 yx (A) fic W 
XCA). 

由 Schanuel 引 理 知 , ¥(4)5 A 的 FFR 分 解 的 选取 法 无 关 . 

命题 4.4.8 WS 是 交换 环 A 的 乘法 封闭 集 , 1 ES HOGS. & 
4 是 f.g. A- 模 是 具有 FFR 分 解 , 则 xa (AD =XCA). 

证 明 A) 是 正 合 函 子 , HEA F AL 自由 模 , We 
fig. 自由 ABE, 故 由 定义 得 Xu (AD=XCA). 

定理 4.4.9 设 4 是 fg.4 模 , 若 4 具 有 FFR 分 解 , 则 

G) XA) 0; 

Gi) ¥CA) =06 (0 : A)Æ0. 

证 明 G KK PEAss(A), M A ERA HARAR. 因 
A 具有 FFR 分 解 , 故 Ar 也 具有 FFR 分 解 , 因此 由 推论 4.4.5 知 , Ap 
是 自由 A,- 模 . 最 后 应 用 命题 4. 4.8, 得 

X(A)=Xa, (Ap) SO. 

Ci) # XCAD=0, BPE Ass(A), 由 (i) 的 证 明知 Ar 是 自由 
4r- 模 . 因 Xa CA =X(A)=0, H Ap 是 自由 Ap- 模 , HM Ar=0. 由 于 
A 是 f.g. 的 , 因此 必 存 在 ;EA 一 P, 使 得 :4 一 0. 所 以 (0 : ADO. 

反 过 来 , 车 (0 : AAO, HOArE (0: A), PRO: xz) 上 极 小 素 
理想 , 则 PEAss(4). 故 Ap 是 具有 性 质 (P) 的 局 部 环 . XA A 具有 


FFR 分 解 , 应 用 推论 4.4.5 78, Ap 是 自由 A-H. 但 0#TE Ap A 


7 Ar=0, 又 Ap 是 自 由 Ap-#& ， 故 Ap=0. 


XCA) =a, (Ap) =0. 

推论 4. 4-10 设 I 是 4 的 {.g. 理想, AIRS FFR 分 解 ， 则 
(0 : 1)=0. 

证 明 0O: 7) 关 0, 则 由 定理 4.4.9 知 xX(1)=0. AICS 
(O: (0:7)), HCO? (0 :了 用 ) 关 0. FOKrECO: (0:2), PRO: 
7X) 上 极 小 素 理想 , 则 PE Ass(A). 根据 推论 4.4.5 知 Ip 是 自由 Ar- 
模 ， 因 此 Ir 二 0 或 (0 :4,75) 二 0, Fle=0, Al Aig. 的, WUE s 
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EA 一 P, 使 得 7=0, Ms€CO: DAsEP. (ABE? NCO: x) 
CP, 这 就 导出 矛盾 若 (0: 4 Tr) =0, 则 又 有 XGCD=Xa GT 天 0 仍 
然 导 出 矛盾 , 所 以 (0 : 门 一 0. 

定理 4.4.11 设 4 是 凝聚 局 部 环 , 且 它 的 每 个 主 理想 具有 有 限 
投射 维 数 , 则 A 是 整 环 . 

WEAR 设 1= (NW) 是 4 的 一 个 非 零 主 理想 , 令 pd7 一 ”<co, AA 
是 凝聚 局 部 环 ， 故 必 有 4- 模 的 正 合 列 

OF > F | > F | > F > I> 0, 

其 中 每 个 已 是 fg. 自由 模 , 即 了 具有 FFR 分 解 . 又 由 推论 4. 4. 10 得 
(0 : 0) 二 (0:7)==0. ik AER. 

推论 4.4.12 i A ERM, A W. gl. dimA<co, 则 Ap 是 整 环 ， 
Y P€Spec(A). 

证 明 由 引 理 4.2.6(i) 得 

W. gl. dimAp<W. gl. dimA<co,W P€ Spec(A). 

又 因 Ap 是 凝聚 局 部 环 ， 并 且 Pda Cr) =fda (r) <, Y zEA4r， 故 由 
定理 4.4.11 知 Ap 是 整 环 . 

我 们 知道 ， 若 交换 环 4 中 不 含有 除 0,1 USMS oc, 就 称 环 A 
为 不 可 分 的 . 显然 ,局 部 环 是 不 可 分 的 环 . 下面 首先 推广 定理 4. 4. 11， 

定理 4.4.13 设 4 是 不 可 分 凝聚 环 , 且 它 的 每 个 主 理想 具有 有 
限 投射 维 数 , 则 A 是 整 环 . 

证 明 对 任意 0 关 AE A, 得 A- 模 正 合 列 

0—>Ann (NV)—>A—>AA—0. (2) 
设 m 是 4 的 任意 极 大 理想 , BA, 是 凝聚 局 部 环 , 且 它 的 每 个 主 理想 
的 投射 维 数 也 是 有 限 的 , 故 由 定理 4.4.11 知 A ABH. AAA, 为 
0 或 者 是 自由 人 4- 模 . 所 以 44 是 投射 AR. 因此 正 合 列 (2) 是 分 裂 的 . 
于 是 得 
A= Ann (A) AA. 

但 4 是 不 可 分 且 4 关 0, 因此 Ann(QA)=0. 故 4 是 整 环 . 

推论 4.4. 14 不 可 分 遗传 ( 半 遗 传 ) 环 是 Dedekind (Priifer) 整 环 . 

最 后 , 我 们 讨论 不 可 分 环 是 GCD 整 环 的 问题 . 
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EM 设 4 是 整 环 , 若 对 任意 两 个 元 素 ,6E4 都 有 最 大 公 因 子 
[a8], 则 称 A 为 最 大 公 因 子 整 环 , 或 简称 为 GCD BH. 

定义 ” 设 A 是 交换 环 , 若 每 个 f.g. 投射 理想 是 主 理想 , 则 称 4 为 
PPC 环 . 

命题 4.4.15” 设 4 是 凝聚 整 环 , 了 是 具有 有 限 投射 维 数 的 fg. 
理想 , 则 T= 二 d A/DJ, XB A ADEM, J 是 A 的 理想 和 且 .7 
二 A( 文 献 [85] 推 论 5. 20). 

定理 4.4. 16 设 4 是 不 可 分 凝聚 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 GCD 整 环 ; 

Gi) An Æ GCD BH, V mEMax(4A), 并 且 A 是 PPC 的 ; 

GD A 中 任意 两 个 元 素 生 成 的 理想 具有 有 限 投射 维 数 , 且 4 是 
PPC 的 . 


E Ans id Y= [a,B]. 


=| 


证 明 (iD)=(ii) 设 mE Max(A), as. 
车 全 是 后 和 全 在 A, 的 公 因子 , 则 必 有 swtE€ A 一 加 ,使 得 d1se 和 4d1i8. 
因此 4d 是 sa 和 i 在 A 内 的 公 因 子 . 因 str 二 [sta,stB,], 故 d|stY. 但 
区， 因此 全 | 了 a — (4,2), 又 因 A 是 整 环 , 故 易 知 A, 也 是 
整 环 . 所 以 A, 是 GCD 整 环 . 

最 后 , SIAH f g REE, 则 了 是 可 逆 理 想 ， 即 IOSA. 
Feri=ta. BRILL I=AA. 因此 A 是 PPC 的 . 

GDS Gii) 设 a,8EA, 于 是 得 A- 模 的 正 合 列 

0+ (a) N (> A (a, B). (3) 

设 mEMax(A), A A, Æ GCD BH, HM), (2), 是 An 的 主 理想 . 
Kite), 1 (2), & OR AH A,- 模 . 于 是 (a) 门 (8) 是 A 的 平坦 理想 . 
但 4 是 凝聚 环 ，(a) 门 (8) 是 f.p. 平 坦 理想 , 因此 (Ce) 门 (8) 是 投射 模 . 
所 以 由 (3) 知 pdala, <1. 

GDG) 首先, 由 定理 4.4.13 知 4 是 整 环 . HK, Hapea 
是 非 零 . 非 单 位 元 , 记 1= (a,B)， 因 了 的 投射 维 数 有 限 , 故 由 命题 
4.4.15 得 T=d(4/7)J. 因 d(4/ 了 ) 是 可 道理 想 , Rd A/DE f. g. f 
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射 模 , 并 由 (iii) 知 它 是 主 理想 , Sd A/D=(), KB LBA PET 
TOR, FEIS WIJ. 显然 , 作为 ABM) = Ce). 

J= (oT = (Ce IH (py a, B= Ce la, p18). 
Sit A=p a, Yap 8, FR a= pà p=. Ril p] 这 只 
we UE ARLA,YJ=1. 因 J==(4,7), RAY SJA 考虑 A- 模 的 正 
合 列 


0+K+AP 5,70, 
这 里 f(1,0) 二 4,f(0,1) 二 一 XY. AG y) EK, W f(r.y)=Ar—-Yy= 
0. 因此 4r=Yy. MANGA FRESE AY =A EA. 从 
MEE tEAM r=, HB Yh 二 7Yy. 但 4 是 整 环 , y=u. 于 是 得 
KCACY,A). MIR SOY, =AaY-VYA=0, RY, ACK. TEKSA 
(Y,A). WE, ASAR Y=, XB SEA, WHSO’ AHA" 一 YX 
= NY —sY'X =0, O AYE K=AC,A). 因此 , 存在 s' CA, 使 得 
Y ADSS YA =s's(7' A). 

FATF A RBH, ss=1, 亦 即 s 是 可 逆 的 , 因此 [4,7]==1. 所 以 
[a,B]=py, A 是 GCD BH. 

定义 设 4 是 交换 环 , EBA fg 理想 具有 有 限 投 射 维 数 , 则 称 
A 为 正则 的 . 

推论 4. 4. 17 Noether 正则 局 部 环 4 是 唯一 分 解 整 环 . 

证 明 由 定理 4.4.16 知 A 是 GCD 整 环 , 于 是 A 为 Noether GCD 
BH, 所 以 A 是 唯一 分 解 整 环 . 

推论 4.4.18 ”凝聚 正则 局 部 环 是 GCD BH. 

推论 4.4.19 设 4 是 凝聚 局 部 环 , 则 4 是 GCD 整 环 当 且 仅 当 4 
内 任意 两 个 元 素 生 成 的 理想 具有 有 限 投射 维 数 . 

WEAR 显然 , 由 定理 4.4. 16 知 条 件 是 必要 的 . 反 过 来 , 根据 定理 
4.4.13 知 4 是 局 部 整 环 , 因此 A 的 每 个 f.g. 投射 理想 是 主 理想 , 即 4 
是 PPC 的 . 又 根据 定理 4.4.16 知 A 是 GCD BH, 

推论 4.4.20 设 4 是 不 可 分 凝聚 正则 环 , 则 A 是 GCD 的 当 且 仅 
当 4 是 PPC 的 . 
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4.5 ”凝聚 FP- 环 的 结构 


定义 ” 设 A 是 交换 环 , 若 A 上 每 个 {.g. 投射 模 是 自由 的 , WER A 
为 FP- 环 . in Zir], 这 里 Z 是 整数 环 , r BZ 上 未 定 元 ;Bezout BH 
和 局 部 环 都 是 FP- 环 . 

本 节 将 进一步 推广 局 部 环 的 结果 . 主要 证 明 有 限 弱 整体 维 数 的 交 
换 凝 聚 FP- 环 是 GCD BMH. 在 这 节 里 所 指 的 环 仍 是 交换 环 . 

引 理 4.5.1 if A RHR FP-H, AW. gl. dimA<co, MARE 
环 . 

证 明 ik OAC A, AW. gl. dimA<oo, W fd() =n<oco. ALA 
ERRI, 故 fdQA=pdAd=n. 又 由 推论 4.1.2, 得 A- 模 的 正 合 列 

O—>K,>F,. >F >F e (A)—0, 
其 中 每 个 Ff, 是 f.g. 自由 模 , K, Æ fg 投射 模 . 但 A 是 FP- 环 , K, 是 
f.g. 自由 模 , KORA FFR 分 解 . 再 由 推论 4.4.10 知 (0 :A)=0. 所 
以 A 是 整 环 . 

定理 4.5.2 设 A 是 有 限 弱 整体 维 数 的 凝聚 FP- 环 , 则 A 是 GCD 
FFP. 

证 明 由 引 理 4.5.1 知 4 是 整 环 . 其 次 , 设 a,6E4 是 非 零 . 非 单 
位 元 , 记 7= (ae,28), M A/I Æ f.p. AK. 而 A 是 凝聚 环 , 故 pd,(A/D 
一 fda(A/1). 又 由 题 设 知 W. gl. dimA<co, Alltpds(A/D<oo. 于 是 
pdal<co. 又 由 命题 4. 4. 15 BI=d(A/DJ, XE d(I) Æ A 的 可 道 
理想 . 故 (A/D AR fg. 投射 理想 . 因 A 是 FP- 环 , Kd(A/DH# 
自由 的 . 因而 4(hA/ 了 是 主 理想 , FHiddA/D=(o), HP er BAPE 
个 元 素 . RERA I=. 

J=() Tso 1 = G6 la, p) =C a, p 1p). 
Mid A= pa, Y =u B, FE a= uà B= wy 应 用 定理 4.4.16 中 (iii) 
全 (iD 的 类 似 证 明 方 法 , 便 知 [a,8j 二 kx. 故 4 是 GCD BM. 

推论 4.5.3 设 4 是 有 限 整 体 维 数 的 Noether FP- 环 , 则 4 是 唯 
一 分 解 整 环 . 

149 


证 明 由 定理 4.5.2 知 A 是 GCD 整 环 . RA A Æ Noether I, A 
关于 主 理想 满足 升 链条 件 , BA 是 唯一 分 解 整 环 . 

推论 4.5.4 设 4 是 任意 交换 环 , 则 AER MBSA 是 FP- 
环 , A gl. dimA<]1. 

证 明 若 4 是 FP- 环 , AW. gl. dimA<gl. dimA<1, 则 由 定理 
4.5.2 和 定理 2. 3.13 MA 是 遗传 整 环 , 即 A Æ Dedekind 环 . 因而 A 
为 Noether 的 . 所 以 4 的 每 个 理想 为 f.g. 投射 理想 . 从 而 是 自由 的 . 
但 4 是 整 环 , 因此 4 的 每 个 理想 是 主 理想 . 从 而 4 是 PID BH. 

反 过 来 , RPL. RHA, 则 书 是 某 个 自由 模 A” 的 子 模 . 
因 A 是 主 理想 整 环 , AAt A” RTP 也 是 自由 的 , 故 4 是 FP- 环 . 
另外 , BA 是 任意 AK, 则 考虑 A- 模 的 正 合 列 0 一 天 一 下 一 4 一 0， 其 
中 五 是 自由 模 . 因 A 是 主 理想 整 环 , 故 下 的 子 模 KK 也 是 自由 模 ， 
pd K =0. 因此 pdsA 志 1. 所 以 gl. dimA<1. 

定理 4.5.5 设 A 是 凝聚 FP- 环 , 则 A 是 GCD BHYAWY 
pda(a,B)<1,Y a, BEA. 

证 明 AH ASE GCD BH, 对 任意 wy6E4, 如 果 (a,B8) 是 主 理想 ， 
由 于 4 是 整 环 ， 因 此 存在 ARM, PA. 因而 pdsla,f)=0. MR 
(a, DB) 不 是 主 理想 , 考虑 4- 模 的 正 合 列 


0>+K—> A” É (a,B) >0, (1) 
这 里 f(1,0) =e, f(0,1)=8.K =Kerf=(a)(\ (8). 由 于 4 是 GCD 
H, Se, PI=7, 因此 存在 a ， PEA, 使 得 a==7Ya', B=7P, Hla, 
BJ 二 1. 记 4==Ya BB, 则 OVDCCe) 门 (8). Hk, 若 zE (la) 门 (8), WF 
在 s,t€E A, 使 得 x 二 sa 二 t8,， AMA sya 二 1YB'. 但 4 是 整 环 ， 于 是 sa 
二 1B'. La’, @'J=1, Ka |t, RiSt, t EA 

xr=tß =d t B=d t YR =r À. 
因 rE), 故 (a 门 (8)=(). A KSA). 又 因 A 是 整 环 , 故 K 是 
投射 4A- 模 . 再 由 (1) 就 得 pdasCa,28) 扫 1. 
RRX., 对 任意 OAACA, 考虑 A- 模 的 正 合 列 
0—> Ann(A)~A>(A)> 0. (2) 
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因 A 是 凝聚 环 , te Ana fp HW. FR AMR pda A<. kk 
pdyAnn(A)=0. 因此 Ann (A) Æ f. g. 投射 模 但 4 是 FP- 环 ， 故 
An ARAH. XA Z0, 故 必 有 Ann(4) 二 0. 所 以 4 是 整 环 . 其 
K, Ha, PEA, 如 果 (a,B8) 不 是 主 理想 , 因 pdi, M1, 故 由 (1) 得 
pdikK=0. 又 由 于 4 是 凝聚 环 , AUK Æ fg. 的 . 从 而 KK 是 1.g. 投射 
模 . 但 4 是 FP- 环 , 故 天 又 是 自由 模 . RH. K=O HRA 
模 , 且 4 是 整 环 , 因此 (ae) 门 (8) 必 是 一 个 主 理想 . 从 而 天 是 秩 为 ] 的 
AAR. $a, p) E K 的 生成 元 , AS(—f,a)=— fat+af=0, 
(一 B,a) EK, WEE dE Ah, 使 得 (一 8,a) 二 d (a,PB1)， 因此 a= dai， 
B=—dB,. 另外 , 容易 证 明 4 二 La,B1. 故 A 是 GCD BH. 

由 推论 4.5.3 Rl, 有限 整体 维 数 的 Noether FP- 环 是 唯一 分 解 整 
mH. 现在 , 我 们 要 证 明 其 逆 也 成 立 . 下 面 , 用 UFD 和 PID 分 别 表 示 
唯一 分 解 整 环 和 主 理想 整 环 . 

定理 4.5.6° (Quillen-Suslin) 设 4 是 PID,zrz…zr EMA 
EREI, 则 Alr srst ,zj 是 FP- 环 . 

证 明 可 参考 文献 [75]( 定 理 4. 63). 

定理 4.5.7 设 A 是 交换 环 , 则 A 是 UFDSSA 是 整体 维 数 有 限 的 
Noether FP- 环 ， 

证 明 A 是 整体 维 数 有 限 的 Noether FP- 环 , 则 由 推论 4.5.3 
知 A 是 UFD. 

反 过 来 , 因 A 是 UFD, 则 和 A 是 PID, 或 4 是 PID 整 环 上 的 多 项 式 
环 . 由 定理 4.5.6 知 4 是 FP- 环 . BR, A 也 是 Noether 环 . 又 由 
Hilbert's-Syzygy 定理 得 gl. dimA< c. 所 以 4 是 整体 维 数 有 限 的 
Noether FP- 环 . 


4.6 (a,2,b)-FP 环 的 分 类 


现在 我 们 讨论 整体 维 数 为 1 和 2 的 FP- 环 , 特别 地 要 研究 (4a,2， 
5b)-FP 环 的 分 类 特征 .本 节 所 指 的 环 丝 是 交换 环 . 
定理 4.6.1 MABFP-H, 月 gl.dimA=10A H PID, 但 4 不 
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是 半 单 环 . 
证 明 若 4 是 FP- 环 , gl. dimA 二 1, 则 由 推论 4.5.4 知 A 是 PID. 
XA gl.dimA40, 故 4 不 是 半 单 环 . 
反 过 来 , 若 4 是 PID, 则 由 推论 4.5.4 知 4 是 FP- 环 , 且 
gl. dimA<1. XA A 不 是 半 单 环 , 故 gl. dimA=1. 
定义 ” 称 环 4 为 (a,p,c)- 环 , WR a=W. gl. dimA, 6 二 gl. dimA， 
c= Ng. dimA. 
下 面 ,我 们 证 明 整 体 维 数 为 2 的 FP- 环 也 是 凝聚 环 . 
命题 4.6.2 设 4 是 局 部 环 , H gl. dimA 二 2, M 4 是 凝聚 环 . 
证 明 设 7 是 4 的 f.g, 理 想 , 于 是 得 正 合 列 
0 一 天 一 4 一 7 一 0. (1) 
因 gl.dimA=2, pdJ<1,. $k pd,K=0. 即 玉 是 投射 模 . 但 4 是 局 部 
H, AE K EARR, HEREDE n THIAL pW. KAR 
BERT. 
命题 4.6.3” 设 A 是 交换 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 
Ci) 投射 理想 是 fg. 的 ; 
Gi) A 是 投射 4- 模 , H Ap Æ fg. 4r- 模 ,V P©Spec(A), 则 A 
E f.g. A- 模 (文献 [83]). 
推论 4.6.4 设 A 是 整 环 , H gl.dimA=2, Wl A ERRI. 
证 明 IRAR fg 理想, 于 是 得 A- 模 正 合 列 
0 一 开 一 人 47 一 7 一 ~0. (2) 
Al gl. dimA=2, & pd,K=0, BI K 是 投射 AK. 其 次 , 对 任意 PE 
Spec(A), 由 (2) 可 得 4r- 模 正 合 列 
O+K , > AS? Ip. 


由 引 理 3. 2. 8 得 
gl. dimAp<gl. dimA=2, 
A hr 是 局 部 环 . 又 根据 命题 4. 6.2 知 Ap 是 凝聚 环 , 故 Kr Æ fg. Ar- 
模 . 但 4 是 整 环 , 4 的 每 个 投射 理想 是 f.g. 的 , 故 应 用 命题 4. 6. 3 知 
Kfit.g. AR. 因此 Z 是 fp. 的 , 所 以 4 是 凝聚 环 . 
引 理 4.6.5 设 4 是 FP- 环 , A gl. dimA=2, 则 4 是 凝聚 环 . 
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证 明 设 了 7 是 4 的 投射 理想 , 因 A 是 FP- 环 , 易 知 4 是 不 可 分 
的 , 故 工 是 自由 模 , 因而 必 是 主 理想 . 这 样 , A 满足 命题 4. 6. 3(i). 再 
仿照 证 明 推 论 4. 6. 4 的 方法 , 便 知 A 是 凝聚 环 . 

引 理 4.6.6 设 A 是 FP- 环 , H gl. dim4 一 2,， 则 

Ng. dimA#2. 

证 明 由 引 理 4.6.5 知 , 4 是 凝聚 环 . A Ng. dimA=2, MIRI 
推论 2.4.9, 存在 4 的 一 个 非 世 g. 理想 7, 使 Ng. dimsJ=1. 于 是 得 
A- 模 的 正 合 列 0 一 K 一 fF 一 J 一 0, 其 中 下 是 非 f.g. 投射 模 , K Ef. g. 
的 . 因 A 是 凝聚 环 , 故 Ar 也 是 凝聚 环 ,V PESpec(A), 目 Ng. dimA= 
2， 又 由 命题 2.4.15 知 Ap Æ Noether 环 . 因此 Ip 是 Ap H) f.g. 理想 
和 天 "是 f.g. 4r- 模 , 并 由 正 合 列 0 一 Kp 一 Fp 一 Tp 一 0 Al Fp Æ f. g. Ar- 
i, Y PESpec(4). 但 A 是 凝聚 FP- 环 , A OW. gl. dimA<gl. dimA= 
2, 故 由 引 理 4.5.1 知 4 是 整 环 ,从 而 A 的 每 个 投射 理想 是 f.g. 的. 
于 是 由 命题 4. 6. 3 知已 是 f.g. 的. 这 就 导出 了 矛盾, 所 以 Ng. dimA#2. 

定理 4.6.7 设 A 是 整体 维 数 为 2 的 FP- 环 , 则 4 的 三 种 维 数 是 
(1,2,3),(2,2,0)8%(2,2,3). 

WEAR 由 引 理 4. 6.5 和 定理 4.5.5 知 A 是 GCD BH. 因 弱 整体 
维 数 为 0 的 整 环 必 是 域 , 这 与 gl. dimA=2 相 矛 盾 . 于 是 得 0 二 
W.gl.dimA<gl.dimA=2. 因此 W. gl. dimA=1 X 2. 又 由 引 理 
4.6.6, 推论 2.4.2 和 定理 2. 4. 5 也 可 推 知 Ne. dimA=0 或 3. 

综合 以 上 讨论 , 由 定理 2.4.5 知 , A 的 三 种 维 数 是 (1,2,3),(2， 
2,0) 或 (2,2,3). 

FTE, 进一步 刻 划 4 的 三 种 维 数 (a,2,5) 所 包含 的 环 的 特征 性 质 . 

引 理 4.6.8 环 4 是 (2,2,0)-FP- 环 当 且 仅 当 ASR sr]. KA 
=D[r,J, 这 里 ri ,zs 是 未 定 元 , R BEAM, DE PID, 但 非 半 单 环 . 

证 明 A FE(2,2.0)-FP-#, A Ng. dimA=0, 则 由 2.4 节 知人 4 
是 Noether 环 . 于 是 A 为 整体 维 数 为 2 的 Noether FP- 环 . 又 根据 定 
理 4.5.7 知 A 是 UFD 整 环 从 而 4 是 PID, 或 4 是 PID 上 的 多 项 式 
环 . 但 gl. dimA=2, 故 4 储 RLzzj], 或 422DLzi], KER EER 
环 , DD 是 PID 但 非 半 单 环 . 


153 


反 过 来 ,由 Quilien-Suslin 定理 知 A 是 FP- 环 . 又 由 Hillbert's- 
Syzygy 定理 得 gl. dimA=2. 继而 由 于 A 是 Noether 环 ， 因 此 
W. gl.dimA=gl. dimA=2, 和 Ng. dimA=0. 故 A 是 (2,2,0)-FP- 环 . 

引 理 4.6.9 环 4 是 (1,2,3)-FP- 环 当 且 仅 当 4 是 Bezout BH, 
BEDI f g. 的 理想 (至 少 存在 一 个 ) 的 投射 维 数 为 1. 

WA 若 4 是 (1,2,3)-FP- 环 , 则 由 引 理 4.6.5 和 引 理 4. 5.1 知 
4 是 凝聚 整 环 . 设 7 是 4 的 f.g. 理 想 , 因 4 是 凝聚 环 , 了 是 {f.p. 的 , 故 
{4 fda] = pda I <1. A@pdsl=1, WW pda (A/I) =fdyCA/I) = 2. 2 5 
W. gl.dimA=1 相 矛 盾 , 所 以 pd =0. AmI Æi g. 投射 模 . 但 4 是 
FP- 环 , 故 7 为 f.g. 自由 模 . 又 由 于 4 是 整 环 , 7 是 主 理想 , 因此 4 为 
Bezout # MH. RA gl. dimA4 王 2,， 故 根据 定理 2.3.1 知 , A 的 每 个 非 
f. g. 理想 的 投射 维 数 科 1, 且 至 少 存在 一 个 非 {. g. 理想 的 投射 维 数 为 1. 

反 过 来 ， 因 4 是 Bezout 整 环 , 故 A 是 FP- 环 .又 因 Bezout 整 环 
是 Prüfer 整 环 , 故 由 定理 2.3.17 得 W. gl.dimA<1. 但 A 含有 一 个 理 
WI., A pds1 二 1, 因此 4 不 是 域 . ik W. gl. dimA=1. XA A 的 理想 
的 投射 维 数 三 1, 且 存 在 一 个 理想 7, pdal=1. 故 得 1<gl. dimA<2. 
再 由 定理 2. 3. 13 知 gl. dimA=2. 因而 应 用 定理 2.4.5 得 Ng. dimA= 
3. 所 以 A 是 (1,2,3)-FP- 环 . 

定义 ” 设 4 是 交换 环 , AX RRA n WAHAI, Casata) 
EA”, 若 存 在 Bisbes ,BE A, 使 得 aB tapt +a B, =l, WU 
FE (a; 0; 5° a, KARA, 

定义 ” 设 4 是 交换 环 , 若 对 任何 ”每 个 么 模 列 (wwz，…w) 是 人 
ERS n BH BF, WH ARR AAW. 简 记 为 
UCP. 

命题 4.6. 10 if A FP-H, W AW UCP. 

证 了 明 设 a=(ai,a;,…o)EA" 是 乏 模 列 ， WHE BCA, 使 得 


Di, al 一 1， 定义 g: A? — AME CA s As tety An > 2 AB V (C 
Ms AD EA. Al gla)=1, 故 得 4- 模 的 正 合 列 
0 一 开 一 4 全 4 一 0， (3) 
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SEEN A O R E E ii -vec ET ee eT: 


RE K=Kere 由 于 正则 模 4 是 投射 模 , 序列 (3) 分 裂 , 因此 得 
A” =K@(a@)>. 
Al A 是 FP- 环 , 故 天 是 秩 为 2 一 1 的 自由 模 . 设 {es,e;,…,e,) 是 KK 的 
HE, 则 {a,e;,-…,e,} 是 AWE. 令 
€: = (1,0,°*+,0) ,€= (0,1,1,0), E = (0,0,..… ,1), 

则 tei,ez，,…,e) 也 是 A 的 标准 基 .定义 o: AM >A” fH o(e,) =a, 
oe =e), i 二 2,3,…,n, Mo 是 一 个 可 道 的 线性 变换 , o KF Klee, 
…,&,) 的 矩阵 的 第 一 列 是 % 所 以 A 为 UCP. 

定义 设 P 是 f.g. AM, 若 存 在 f.g. A ARE, 使 得 POF 是 
自由 模 ， 则 称 P 为 稳定 自由 的 . 

命题 4.6.11 设 4 为 UCP 环 , 则 每 个 稳定 自由 模 是 自由 模 . 

证 明 设 P 是 稳定 自由 的 , 由 数学 归纳 法 原理 , 我 们 仅 需 讨论 P 
中 A 是 自由 模 的 情形 . + POA=A", 而 x 是 A" 关于 A 的 投射 ， 
Kerr=P, 且 {6,62,…,é,} 是 42 的 标准 基 , FEFE a= lasan, 
aD EA”, 使 得 1 一 rz(o 一 >) an). Ba EAB. 而 4 为 UCP 
环 , 故 存在 A 上 BAT BE M, 使 得 o=Me,. 令 ao 是 M 
的 第 2,3,…,n 列 ,定义 o: APA” Eole 一 aa(e) 一 ar 一 2 .3， 
eon M o 是 一 个 线性 变换 . $ alasi, i>2. 把 矩阵 M 的 第 1 列 
Tt FN FEA — A, Assets Ans DENS 2, 第 3,…, 第 nn 列 ,又 得 到 A 上 
一 个 = 阶 可 逆 和 矩阵 尽 , 它 的 第 1 列 是 a, 第 2, 第 3,…, 第 7 列 分 别 是 2 
=Q; — Àa, d= a; — Àa, + ,0,=a,—A,a, 并且 有 

ala) =nla)— Arla) =A, —A=0,V 12. 
因此 aE P,Y i 之 2. 不 失 一 般 性 , 我 们 用 和 矩阵 U 代替 矩阵 M， 于 是 
at AM +A {E ol) =a A EP,i 宇 2, 因此 og =o CEEE): 
(€p,€35° 6) > P AAS. 显然 , o' 是 单 同 态 . ACCA”, 则 存在 
=> Ys， 使 得 ol(Y)=B. 因此 Bao e468), 这 里 65 二) ,Yie. 
特别 地 , 若 RCP, MMA 
B—a(6) =V ee) =7,a€ Pl) (a) =0, 
从 而 BE Imo’. 所 以 o' LWIA AS. 
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(En 9&3 ,°° EP. 

因此 P 是 自由 模 . 

定义 ” 设 4 是 交换 环 , 若 每 个 稳定 自由 4- 模 是 自由 的 , 则 称 4 为 
PSF 环 . 

由 命题 4. 6. 10 和 命题 4.6.11 知 , 环 A 是 FP- 环 当 且 仅 当 A 是 
PSF 环 和 每 个 {.g. 投射 模 是 稳定 自由 的 . 

引 理 4.6.12 环 A 是 (2,2,3)-FP- 环 当 且 仅 当 和 是 凝聚 PSF 整 
I, 但 非 Noether 环 ; 并 且 , 每 个 f. g 投射 模 是 稳定 自由 的 , 4 的 每 个 
理想 的 投射 维 数 迄 1, 至 少 存在 一 个 投射 维 数 为 1 的 f.g. 理想. 

证 明 若 4 是 (2,2,3)-FP- 环 , 则 A 是 UCP 和 PSF 环 , 且 由 引 
H 4.6.5 和 引 理 4.5.1 知 4 是 凝聚 整 环 . 但 Ng. dim4 一 3, 根据 2. 4 
节 知 4 为 非 Noether 环 . 又 由 于 W.gl.dim4=gl dim4 王 2, 因此 对 4 
的 任意 理想 7， 有 pdw7 委 1, 并 且 至 少 存在 一 个 f.g. 理想 , 它 的 投射 维 
BHA 1. . 

反 过 来 , 因 4 是 PSF H, 且 每 个 f.g. 投 射 模 是 稳定 自由 的 , 故 A 
是 FP- 环 . 由 于 4 是 凝聚 环 , 因此 它 的 每 个 理想 的 投射 维 数 筷 1, AB 
少 存在 一 个 投射 维 数 为 1 的 f.g. 理想 . 于 是 得 

W.gl.dimA=gl. dimA=2. 

又 因 A 非 Noether IK, 故 Ng. dimA40. 又 由 推论 2.4.2 知 Ng. dimA 
关 1. 最 后 , 根据 引 理 4. 6. 6 和 定理 2.4.5 得 Ng.dim4=3. 所 以 A 是 
(2,2,3)-FP- 环 . 

定理 4.6.13 设 A 是 FP- 环 且 gl. dimA=2, M) A 的 三 种 维 数 
(2,2,0), (1,2,3) 和 (2,2,3) 所 包含 的 环 的 特征 分 别 由 引 理 4. 6.8, 5] 
理 4. 6.9 和 引 理 4. 6.12 所 刻 划 . 

证 明 由 定理 4.6.7, 引 理 4.6.8, 引 理 4.6.9 和 引 理 4.6. 12, 便 
知 结论 成 立 . 


4.7 Ng. dimA=2 的 凝聚 环 


在 2.4 节 里 ,我 们 曾经 讨论 了 Ng. dimA=2 的 环 ,并 且 证 得 : 任意 
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凝聚 局 部 环 A 的 Ng. dimAA2. 这 节 里 , 我 们 将 推广 这 个 结果 , 并 且 ， 
研究 Ng.dimA=2 的 凝聚 正则 环 与 它 的 分 解 的 关系 . 本 节 所 指 的 环 均 
是 交换 凝聚 环 . 

定理 4.7.1 设 A 是 交换 凝聚 环 , 且 每 个 投射 理想 是 f.g. 的 , 则 
Ng. dimA#2. 

证 明 # Ng. dimA=2. 因 4 是 凝聚 环 ， 故 由 推论 2.4.9. 存 
fe A WAE f g. BEART. E15 Ng.dimyl=1. 于 是 得 A- 模 的 正 合 列 

0 一 开 一 天 一 7 一 0， 
其 中 下 是 非 f.g. 的 投射 模 , 而 天 是 fg. 的 . & PCSpec(A), 根据 命 
题 2.4. 14 MM, Ng. dims, Jp<1. # Ng.dims,Jp=1, A Ap 是 局 部 环 ， 
应 用 推论 2.4.11 得 Ip 是 a.f.p. 的 . 于 是 
Ip= 5 由 'h 9 
其 中 15 是 环 Ap H f. p. 理想 , TEM Ap WAE fg. 自由 理想 . 但 Ap 的 
自由 理想 起 必 是 主 理想 , 这 就 导出 矛盾 . 因此 Ng. dima,1r 关 1， 于 是 
得 Ng. dima, Ip=0. MAM Ir Æ f. p. hr- 模 . 另外 , Kr tE f. g 4r- 模 . 
所 以 , 由 4r- 模 的 正 合 列 
0>Kp>Fp>Ip>0 

Sl, Fr Æ f.g. Ar- 模 , Y PESpec(4). 又 因 4 的 每 个 投射 理想 是 fg. 
的 , 故 由 命题 4. 6. 3 A fg. A- 模 . 这 就 导出 矛盾 , 所 以 Ng. dimA 
#2, 

推论 4.7.2 凝聚 局 部 环 , 凝聚 整 环 的 Ng ERA. 

推论 4.7.3 设 4 是 不 可 分 凝聚 环 ,， 且 它 的 每 个 主 理想 具有 有 限 
HE St HEM, N Ng. dimA¥2. 

证 明 由 定理 4.4.13 知 4 是 整 环 . 于 是 由 推论 4.7.2 就 得 
Ng. dimA#2. 

EH 4.7-4 设 4 是 凝聚 正则 环 , H Ng. dimA=2, W 

O 4 不 可 能 具有 有 限 不 可 分 分 解 ; 

GD) 设 e 是 A 的 徊 等 元 , We 是 本 原 的 当 且 仅 当 e4 Æ Noether 整 


GD 4 中 任意 两 个 元 素 生 成 的 理想 的 投射 维 数 委 1. 
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证 明 G) 若 4 具 有 有 限 不 可 分 分 解 , 则 得 
A=A, OAM OA,» 

其 中 每 个 A; 是 不 可 分 的 环 . 因 4 是 凝聚 正则 的 , 故 每 个 A 也 是 凝聚 
正则 的 . 又 因 Ng. dimA=2. 故 必 有 某 个 4, 使 得 Ng.dim 兴 一 2. 这 与 
推论 4. 7. 3 相 了 矛盾 ， 所 以 4 没有 有 限 不 可 分 分 解 . 

Gi) B e Æ A RFN. FEI 

A=eA@(U—e) A. 
根据 推论 2. 4. 2 知 Ng. dim(eA)A1. 又 因 Ng. dimA=2. $ 
1ANg. dim(e4) 委 2. 

若 e 是 本 原 的 , 则 由 推论 1.5.10 知 eh 是 不 可 分 的 . 因而 根据 题 设 
知 , cA 是 投射 维 数 有 限 的 不 可 分 凝聚 环 . 但 由 定理 4.4.13 知 eh 是 整 
环 , 于 是 根据 推论 4.7.2 知 Ng. dim (eA) 关 2， 因此 Ng. dim(eA) =0. 
故 eh 是 Noether 整 环 . 

RIR, 因 eh 是 整 环 , 故 eh 是 不 可 分 的 . 

Gii) He,PEA, Mja, DÆ f p. 理想 . 由 定理 4.1.7 得 

pdala, 8) =Sup {pda Cas Pn |V m€Max(A)}. 
其 次 , A Ng. dimA=2, H Ap ERRI, V PEMax(4),， 故 由 命题 
2.4.15 41 An Æ Noether 环 , Y mE Max(A). AW A, 是 Noether 局 
MH, HBT f g 理想 的 投射 维 数 是 有 限 的 ， 再 由 定理 3. 3.5 可 知 
gl. dimA,,<co. 于 是 根据 定理 3.5.13 知 人 是 UFD BH. 最 后 , 根 
据 定理 3. 5. 17 得 pda (ap) 委 1,，Y mE Max(A). 
pdi(a,B<1, V a. PEA. 

推论 4.7.5 设 4 是 不 可 分 凝聚 环 , A gl. dimA=2, 则 A 的 三 种 
维 数 是 (1,2,3),(2,2,0) 和 (2,2,3). 并 且 

若 4 是 (1,2,3)- 环 , 则 4 是 非 Noether 的 Prüfer BH; 

若 A 是 (2,2,0)- 环 , 则 A 是 Noether 整 环 ; 

车 A 是 (2,2,3)- 环 , 则 A 是 非 Noether 整 闭 整 环 . 

证 明 首先 , 由 定理 4.4.13 知 4 是 整 环 . 因 弱 整体 维 数 为 0 的 
整 环 必 是 域 , 而 gl dimA=2, i W. gl.dimA+0. 于 是 得 0<W. gl. 
dimA<gl. dimA 一 2. 因此 W. gl. dimA=1 8 2. A A 是 不 可 分 凝聚 
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环 , 故 根据 推论 4. 7. 3 知 Ng. dimA 关 2. 又 由 推论 2, 4. 2 知 Ng. dimA¥ 
1. 最 后 ,应 用 定理 2.4.5 得 4 的 三 种 维 数 是 (1,2,3)，(2,2,0) 和 
(2,2,3). 

若 4 是 (1,2,3)- 环 , K W. gl. dimA=1, 且 A 是 凝聚 环 , 则 由 定 
理 2.3.17 知 4 是 半 遗 传 环 . 又 知 4 是 整 环 , 故 AX Prüfer BH. A 
为 Ng. dimA0, 所 以 4 是 非 Noether 的 « 

若 4 是 (2,2,0)- 环 , 则 由 Ng.dim4=0 知 A 是 Noether 环 . 因此 
A 是 Noether 整 环 . 

若 4 是 (2,2,3)- 环 , 则 由 Ng. dimA=3 HJ. 4 是 非 Noether 环 . 
其 次 , 对 任意 PESpec(4), A, 是 凝聚 局 部 环 , H gl. dimAp<gl.dimA 
=2. 又 由 定理 4.5.2 知 如 是 GCD 整 环 . 但 GCD 整 环 必 是 整 闭 整 
环 , 因此 Ap 是 整 闭 整 环 , Y PESpec(A). 而 环 的 整 闭 性 是 局 部 性 质 ， 
所 以 A 是 整 闭 整 环 . 
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bA o Aar: abe itt VAVA EE ee ee n a e 
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T-ARAN] 了 GT- 维 数 


7-H RI $k St F Noether 环 和 凝聚 环 之 间 的 一 类 环 ,x- 凝 聚 环 的 
概念 首先 是 由 Marsha Finkel Jones 于 1978 年 提出 的 ([48])， 
V. Camillo([16]),Mingyi Wang ([86]) 都 对 它 进 行 了 研究 . 在 这 章 
里 , 先 介绍 < 凝聚 环 的 概念 及 其 基本 性 质 ,然后 引进 FGT- 投 射 维 数 、 
FGT- 内 射 维 数 和 FGT- 平 坦 维 数 ,讨论 FGT- 维 数 的 计算 法 则 以 及 x- 
凝聚 环 的 结构 性 质 . 


5.1 模范 畴 的 等 价 性 和 对 侦 性 


-凝聚 环 与 模 的 对 偶 性 有 密切 联系 ,本 节 将 介绍 模范 畴 的 对 偶 性 
以 及 相关 的 等 价 性 ,主要 介绍 一 些 基 本 概念 .基本 性 质 、Morita 等 价 和 
Morita 对 偶 . 这 里 ,对 一 些 结论 不 再 给 出 详细 证 明 , 仅 列 出 参考 文献 . 

本 节 所 指 的 环 是 任意 的 ,不 要 求 是 交换 环 . 

定义 RAT BHF. EErEE RT. 若 存在 一 个 加 
法 共 变 函 子 G:€r >E, E1 GF 与 模范 畴 Ea EME GATE 自然 等 
价 的 ,而 FG 与 模范 畴 才 r 上 的 恒 等 函 子 也 是 自然 等 价 的 , 则 称 FW 
个 等 价 . 

若 存 在 一 个 由 SB Sry SE Gh WU BR BR 名, 与 SHE (Morita) 
价 的 , 环 4 与 一 是 (Morita) 等 价 的 ,并 记 作 C&S, AST. 

设 玉 :多 > 多 [是 加 法 共 变 函 了 于 ,4,4' C%,, I F OL Bl Abel 
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et ea Ae AAS aonn ee ee ee nnn a 


Hom,(A,A’ )~Homrp(F (A), FCA’ )). C1) 

定义 BE: ,> Cy, RMEKRERA ST. ANEKA A ECA) 
都 是 同 构 , 则 称 函 子 F 是 完全 上 忠实 的 . 

定理 5.1.1 设 让 ; 猴 , 一 多 r 是 加 法 共 变 贤 子 , 则 下 是 等 价 的 当 且 
仅 当 它 满足 以 下 条 件 ， 

GQ) F 是 完全 忠实 的 ，; 

Gi) 县 r 的 每 个 模 必 相应 地 与 某 个 模 (4) 同 构 ,这 里 AEE, 

证 明 见 文献 [105]5. 2 节 定 理 1. 

下 面 给 出 等 价 的 Morita 特征 . 

定义 R AMAER, AS, A 是 (4 ,4)- 双 模 ,4' 二 ,4% 是 
CA, A’ )- 双 模 , 而 r:4 Gr AA ECA, A) a AQA oA’ 是 
(4' ,4')- 双 同 态 ,并 且 若 令 r Or) = (r'r) WALO d= 
Lz,z'], 必 有 

G) [zy ly=ry' oy), 

Gi) z' [x,y’ ]=5 r waxy’, 
VavsyE A,x sy CA’ WR CA,A A.A’ oc.) Morita 关系 组 . 

Sl it A tt WH, A 是 右 AR, S A’ = End (As), 4 = 
Hom(Ag, Ag). AEC AA ECA’ xr Avy" CA* ME 

A =EN Cr), Ov E= Ay (x)) ,Cy A a =y" (Xx), 
则 A FECA’ ,4)- 双 模 ,4 "是 (4,4' )- 双 模 .我 们 还 规定 

ta: A Qr APA ff tay’ Or) =(y* or), 

Mar AQAA pale Qy ) 一 [zy ], 
Z EOD Sy Cr) ry JODS yy 4. 不 难 验 证 5 是 
(A, A)- MUA AS a ECA’ ,A' )- 双 同 态 并 且 满 足 等 式 () 和 (iD. KOA, 
A’ =End (A1), Aa, A* =Hom(Ay. Aq) Tasya) Æ Morita HAA. 

定理 5.1.2 iP Æ Z3 的 f.g. 投 射 生成 元 , 则 Morita 关系 组 
(4,4 =End(P,),P,P* =Hom (Ps,A),r,p) 中 ,py BH. 并 且 , 令 
F=Hom(Ps,-),Q= 一 C4P, 则 F: EE EE ,GCG: CRER 
是 到 的 逆 等 价 . 

证 明 见 文献 L105]5. 3 节 定 理 1 和 定理 2. 

定理 5. 1.3 KAM A AH, F: Ci > Cie Em, 
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G:Oh > GRE F WBS tt. WE Wy PasaP' » 和 Morita 关系 组 
A ,P,P' sr, HF r, u 是 满 射 , 并 且 F= Hom Pa A GS 
(—@yP). 
证 明 见 文献 [1051]5. 3 TEM 3. 
模范 畴 的 对 偶 性 是 除 环 上 向 量 空间 的 对 偶 性 的 推广 , 在 文献 L11] 
和 [63j 中 建立 了 Morita HAE. 这 里 , 我 们 只 能 作 初 步 介 绍 . 
定义 HACA Dr 分 别 是 模范 畴 OE 和 OR 的 全 子 范畴 ,H'’ C> 
Dr A H”: Dr->4C 是 加 法 逆 变 函 子 .车 有 函 子 的 自然 等 价 
H” H' =1¢# H' H"~Ip,, 
则 称 H'A H” XHB RS MPC 与 Dr AMR. 
WAM BK, Ur 是 双 模 , 则 
Hom,(-.4Ur): @4> SF, 
Homr(-,aUr): St 
是 两 个 加 法 逆 变 函 子 , 把 这 两 个 函 子 叫 做 以 -对 偶 函 子 , 且 皆 简 记 为 
( )* =Hom(-, Ur). 
U- S45 pa 5 RE A ERRA. 
设 f:A, >A, 是 左 人- 同 态 , 则 S's AS >A BAT-WA, f°: 
A >A BE A-AA. 我 们 把 4 =Hom, CA, Ur) fit A 的 UU- 对 
偶 模 ,六 =Hom(CADC) 叫 做 了 的 C- 对 偶 映 射 , 而 把 A4** = 
Homr(A* UD 5 f** 一 Hom(f° ,U0) 分 别 叫做 4 和 了 的 双重 对 偶 和 
双重 对 偶 映射 . 
对 任意 ACH, 规定 
oa: AA‘ IE oala) (DP 一 Pa),YaE4,PE4 ， 
Wo, BA AAS. 并 且 对 任意 左 AMA f: 4 一 4*， 必 有 交换 图 


A, Az 
| |% 
Ay * 一 A; * 


我 们 把 ca 称 为 赋值 映射 由 上 面 讨论 ,得 函 子 自 然 变换 
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a: Tet (C )) 
EE FR (11, A PH OG RE 
o: Ier )) 
EX KARA AR. Gos kes, MR 4 为 U- 自 反 的 ; 
Go, 是 单 同 态 , 则 称 4 为 局 - 半 自 反 的 . 
定理 5. 1.4 RUr 是 双 模 ,4 RE ARMA RR, WA EB 
U- 半 自 反 的 , 并 且 
G) Kero,=Reja(U); 
Gi) A Æ U-F A RANSRej4(U) =08U RER A; 
GD 者 4 是 U- 自 反 的 , 则 4 也 是 U- 自 反 的 ; 
Gv) GAZA: OAD O4A,, M A 是 U- 半 自 反 的 (U- 自 反 的 ) 驴 
A1，A;，…，A, 是 U- 半 自 反 的 (CU- 自 反 的 ). 
证 明 见 文献 [105]5. 4 节 命 题 2 至 命题 4. 
令 aUr 二 sh4， 若 ASF 是 域 ,V EMP LAMBS, 则 V*= 
Homa(V ,4A) 就 是 空间 Y 的 对 偶 空 间 . 
命题 5.1.5 设 P 是 f.g. RHA 4- 模 ， 则 
@PHAARH,; 
Gi) P' 是 f.g. 投射 右 A- 模 . 
定理 5.1.6 BCH Dr TAR Ch OT 的 全 子 范畴 ， 
且 sAE4C,TrEDr. 另外 , 对 任意 AE Bi(BE SS), FASC(BS 
D), MYE AE,C(BE Dr), 这 里 CExC(DEDr). > 
H' :C€>Dr, H": Dr>,C 
EXAKT WU FF EU rs BIG 
G) UH (LP), UrZ=H' (A); 
Gi) H' =Hom,(-,U), H" Home (-,U); 
GD aC 和 Dr 中 每 个 模 都 是 U- 自 反 的 . 
证 明 见 文献 L105]5. 4 节 定 理 1. 
定义 ” 设 sUr 是 双 模 , 若 以 下 条 件 成 立 , 则 称 双 模 4Dr 定义 一 个 
Morita XHB, RAKAT Homa(-,U) 和 Homr(-,U) 是 Morita XHB.: 
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G) AM Tr 2 U-BRN: 

Gi) U- 自 反 模 的 每 个 子 模 和 商 模 是 U- 自 反 的 . 

Ur BIH, ACA, 规定 

o: UU 使 ox) 二 hr, Y rEU, 
则 oiEEnd(Ur), 并 且 o: A> a 是 环 4 与 自 同 态 环 End (Ur) 间 的 环 
AA. 同样 , AYE, 规定 

p,: UU 使 p,(zx) 二 zx7Y, Y rEU, 
则 p,EEndGU), 并 且 p: 7> p, 是 环卫 与 自 同 态 环 End (OU ) 间 的 环 
AA. 若 c 和 2 都 是 满 射 ， 则 称 双 模 4Cr 是 平衡 的 . 

定理 5.1.7 设 aUVr 是 双 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) aUr 定义 一 个 Morita 对 侦 ; 

Gi) aA, Dp, aU 和 Ur 的 商 模 是 U- 自 反 的 ; 

GD Cr 是 平衡 模 , BW 和 Ur 是 内 射 余 生成 元 . 

证 明 见 文献 [105]j5. 4 节 定 理 1. 

H f. cog. 表示 有 限 余 生成 . 

推论 5. 1.8 设 sUr 定义 一 个 Morita 对 偶 , 则 每 个 f. g. 或 f. cog. 
左 A-( 右 丁 -) 模 是 U- 自 反 的 . 

设 aUr EI, A EEA, K 是 4 的 子 集 . > 

K' ={fEA* |f @)=0,Y rEK)=(JEA*|KEKerf} 

=Anna:K, 

把 KK' 称 为 K EA AWB. BA. K RA 的 子 模 . 

同样 , 设 M 是 4' 的 子 集 , 令 

M' ={a€ A|lf(a)=0,Y FEM} =N {Kerf |fEM} 

=AnnaM, 

把 M 称 为 M 在 4 内 的 零 化 子 , ER 4 的 子 模 . 

命题 5.1.9 设 sUr 是 双 模 ,A 是 左 A- 模 , 天 是 4 的 子 模 ， 则 

K' Hom,(A/K.U)=(A/K)*. 
证 明 OAK BAW. KREAJ 


0 —>K /A SA/K— >»0, 
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其 中 f 是 包含 映射 . 从 而 又 得 正 合 列 
0—+(A/K)* EA Kk. (2) 
kerf = {hE A" |f (h) =0} 
={hE A’ |Af (a) =A(r) =0.V cE K}, 
kerf* =K’. 
因此 ,K' 实 (A/K)*. 
定义 ” 设 iUr 是 双 模 ,4 是 左 AK, K 是 4 的 子 模 . 若 天 一 天" ， 
则 称 K 为 4 的 闭 子 模 . 
命题 5.1.10 Wir 是 双 模 ，A4 是 左 A- 模 ,K 是 4 的 子 模 , 则 天 
是 闭 子 模 全 4/ 天 是 U- 半 自 反 的 . 
证 明 见 文献 [105]5. 5 节 引 理 1. 
定理 5.1.11 BMRB, 定义 一 个 Morita 对 偶 , 模 44 和 Br 是 
U-AR AW AA B* 也 是 U- 自 反 的 ,并 且 下 列 结论 也 成 立 : 
G) B.A (Br) 和 对 偶 模 A’ (B* ) 的 子 模 都 是 闭 的 ，; 
Gi) 模 44(CBr) 和 对 偶 模 4 (B* ) 的 子 模 的 格 是 反 同 构 的 ,其 格 映 
St K>K'.V 4 的 子 模 K(M>M' ,Y B 的 子 模 M). 
证 明 见 文献 [10515. 5 节 定 理 2. 


5, 2 -凝聚 环 的 定义 及 基本 性 质 


本 节 将 引进 二 凝聚 环 的 概念 ， 给 出 这 类 环 的 特征 ,以 及 凝聚 环 
HERI, Noether 环 间 的 联系 . 

定义 S [| = [| 4 是 任意 个 A 的 直 积 , & [] 的 每 个 f.g. 子 
模 是 f.p. 的 , 则 称 环 4 为 右 二 凝聚 环 . 

同样 ,可 以 定义 左 z+- 凝聚 环 . 

定义 ” 设 4 是 环 , 若 对 任意 f.g. 左 AÑ 4A,A* 一 Homa(A,A) 是 
f.g. 右 4- 模 , 则 称 4 是 左 * - 环 . 

类 似 地 ,可 以 定义 右 * - 环 . 

由 定义 知 , 右 ( 左 )x*- 凝 聚 环 是 右 ( 左 ) 凝 聚 环 . 
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定理 5.2.1” 设 A4 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) A 是 左 x- 凝 内 的 ，; 

Gi) 4 是 右 *- 环 ; 

Gi) 对 任何 整数 "之 1,4, 的 子 集 的 左 零 化 子 是 f.g. 的 (文献 L16] 
定理 1). 

由 定理 5.2,1 知 , A Noether HA r-H RI. 

下 面 ,我 们 进一步 刻 划 x- 凝聚 环 的 特征 . 

命题 5.2.2” RAEE AR, BERAR, 了 是 任意 集合 , 规定 

P= Pra: BOQA BQIAY [BOO Ce ais OC bar), 
HEB, Cran) ECA, El, 则 8 是 自然 同 态 ,并 且 9, , ,是 同 构 
( 满 同 态 ),Y 1 售 B 是 f.p(B Ef. g. ) 的 (文献 [21]P. 120). 


命题 5.2.3" HO >K >F >A >0 是 左 AKA IEA 
列 , APP Big 自由 模 , 4A 是 半 自 反 模 , WW KSB, 这 里 B= 
Coker(g")Af.g. FARM. B*=Hom,(B, 4A), 并 且 若 4 是 fg. 自 
由 模 , 则 B Æ f p 的 (文献 501 引 理 3). 
定义 KARA AB, GASB /K, XE B Ef g AÑ, 
B* =Hom,(B,A), WR AHA W- 模 . 
同样 ,可 以 定义 右 W- 模 ， 
定义 设 4 是 左 4- 模 , 若 4 是 fg. 的 ,并 且 4 的 每 个 W- 子 模 皆 
-g. 的 , WE AAA 7 BERK. 
例如 , Ze Noether RAZA x- 凝 聚 模 , 但 反 过 来 不 一 定 成 立 . 
下 面 , 记 ( )* =Hom,(-,A). 
定理 5.2.4 设 A 是 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
O) ABE x 凝聚 环 ; 
Gi) ,A 是 左 -凝聚 模 ; 
GD 每 个 {f.g. 半 自 反 左 4- 模 是 左 -凝聚 模 ; 
Gv) 每 个 所 g. 半 自 反 左 ARE f. p. 的 ; 
(v) A@yuA* =A"). f.g. A ABA; 
证 明 Wa) IAW WERE, FRBIDA'/K, 这 
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E Afg HAR. AAA BR, 故 由 定理 5.2.1 知 ,4 是 
f.g. 的 ， 所 以 I 是 f.g. 的 . 因此 sh 是 左 xz- 凝 聚 模 . 

GDG) 设 4 是 fg. 左 4- 模 , 4 是 4 的 W- 子 模 , 于 是 得 A， 
=B'/K, SPB g AAR. 因此 ,我 们 仅 需 证 明 B'E f.g 的 . 
设 B 的 有 限 生 成 集中 所 含 元 素 个 数 最 小 为 x*， 对 n 作 数 学 归纳 法 . 若 
2 一 1， 则 有 正 合 列 0 一 J 一 A 一 8 一 0, 是 A 的 右 理想 ， 由 命题 5. 1. 9， 
得 B' 实 Homa(A/T,4) 守 1(1). Al DE AW W-E, 故 由 (ii) 可 
知已 "是 上 g. 的 . 其 次 , 设 B' 是 B 的 循环 子 模 , 由 正 合 列 0 一 >B' 

aa? “+B/B' —>0, 得 正 合 列 0 一 -(B1/B' DB-(B y". 
A FB’) = Hom, (4A/J, AZIV) ,这 里 /是 4 的 右 理想 ,因此 
Imf*=B*/(B/B')* H A W-E. 故 lImf’* 是 f.g. 的 . 又 由 归纳 
法 假设 ,(B8/B')' 也 是 f.g. 的 . 从 而 由 正 合 列 0—>(B/B')* >B —+ 
Imf* 一 0 可知, B* ef. g. A. 这 样 , 因 ASB /K H BH fg 的， 
MAW W- 子 模 A 是 f.g. 的 . 因此 4 是 左 -凝聚 模 . 

GDS 由 Gi) 知 sh BA 二 凝聚 模 . A B EMR ig AAt, 
则 由 上 面 证 明知 , Boe fg 的 . 因而 , 由 定理 5.2.1, AA x 凝聚 
环 . 

()>Gv) 设 4 是 fg. 半 自 反 左 人 4 模 于 是 得 正 合 列 


£ 


0 一 >K rF 4-4-0, Hh F E fg 自由 模 ,f 是 包含 映射 由 
命题 5. 2. 3, 得 正 合 列 O>A*>F*>B>0, HKB, BH fg A 
4- 模 . 又 因 4 是 左 -凝聚 环 , 故 由 定理 5.2.1 知 ,B* 是 f.g. 的 ,所 以 
4 是 fp. 的， 


GVS) KARL g HAM. TEESI o -KF 


一 >A 一 ~0, HP FEE g 自由 模 . 从 而 又 有 正 合 列 0 一 A' 一 "一 B 
一 0,， 这 里 已 是 fg. 半 自 反 左 AB. 又 由 (iv) 知 B 是 f.p. 的 ,所 以 A’ 
E f.g. 的 . 故 根 据 定 理 5.2.1 知 , 4 是 左 -凝聚 环 . 
Giv)e(v) 由 命题 5. 2. 2 知 结论 成 立 . 
命题 5.2.5 KABA RRA, 若 环卫 与 4 是 Morita 等 价 的 ， 
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则 T MERER OM, CA) HSE A we HERE HY. 

证 明 Aig HARAT-H, 于 是 得 正 合 列 0 一 4A 一 下 ,这 

里 了 是 指标 集 . 因而 又 有 A- 模 的 正 合 列 
O+F(A)>F(I")=F(P)'=P', 

这 里 下 : Crei BSH MT. P 是 f.g. 投射 生成 元 , 因此 存在 指标 

SS, E O0-F(AIPA ER. 故 F(A) 是 f.g. 半 自 反 左 AK, (BA 

是 左 xz- 凝聚 环 , 由 定理 5.2.4 知 , F(A) 是 f.p. 的. 故 4 也 是 {.p. 的. 

因此 本 是 左 rR H. 

其 次 , 对 任意 自然 数 n，M, (4A) 与 A Morita 等 价 的 , 由 上 面 证 
明知 ，M,(4) 是 左 r-H RI. 

命题 5.2.6 KARA TREY, 1 是 一 个 理想 , 若 了 是 左 闭 的 ， 
WW A/T 也 是 左 x- 凝 聚 环 . 

证 明 设 4 是 fg. 半 自 反 左 4/ 太 模 ， 于 是 得 正 合 列 0 一 4 
> [[,, A/D. 因 工 是 左 闭 的 , 故 由 命题 5. 1. 10 知 ，4/7 是 半 自 反 
左 4- 模 .因而 又 有 左 4- 模 的 正 合 列 O-A/I> [[ A. 于 是 4 HES. 
g FARA 4- 模 . 但 4 是 左 BRM, 故 4 是 f.p. 的 . 所 以 A 也 是 
f.p. 左 A/T- 模 . 因而 由 定理 5. 2.4 知 , A/T] 是 左 -凝聚 环 . 

命题 5.2.7 设 4 是 环 , 则 A 是 左 Noether 4AM YA BE 六 
HRH., HA. 每 个 左 理想 皆 是 W- 左 理想 . 

证 明 若 4 是 左 Noether 环 ,由 定理 5.2.4 知 ,4 是 左 关 凝聚 环 . 
其 次 , 设 7 是 4 的 任意 左 理想 , 因 了 是 f.g. 的 , 故 有 左 A- 模 的 正 合 列 
0 一 玉 一 4 一 7 一 0. Bik, IZ AP/KXF'/K, 这 里 fF" = 
Hom,(A’’,A). MI W-E. 

反 过 来 , 设 了 7 是 4 的 任意 左 理想 , 则 了 是 W- 左 理想 . 因 A 是 左 六 
凝聚 环 , 故 由 定理 5. 2.4 知 ,了 是 f.g. 的 . 所 以 4 是 左 Noether 环 . 

我 们 知道 : 左 Noether P> E 六 凝聚 环 一 左 凝 聚 环 ， 但 是 其 道 一 
般 是 不 成 立 的 , 这 里 我 们 给 出 成 立 的 条 件 . 

命题 5.2.8 G) A wR ABE Noether 环 驴 4 的 每 个 左 理 
想 是 W- 左 理想 ; 
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Gi) ABE RH A 是 左 Noether HOH f. g. A 4- 模 能 嵌入 一 个 
f.p. £ A-H; 

Gii) 一 个 左 和 右 凝聚 环 是 左 和 右 凝聚 环 僵 每 个 f.g. 半 自 反 左 
和 右 A-R RB RK A f. g. 自由 模 . 

TEAR G) 由 命题 5.2.7 知 结论 成 立 . 

GD KÆ Noether PERS f. g. Æ 人- 模 是 f.p, 的 , 故 必要 性 成 
立 是 显然 的 . 反 过 来 , 设 4 是 {.8g. 左 A- 模 , TETE fp. EARP, 
13 0+ A>P IER. 因 A 是 左 凝聚 环 , PULSER. 故 4 Ef. p. 
的 ， 因 此 A SEA Noether 环 . 

Gi) 设 4 是 左 和 右上 凝聚 环 , 若 对 任意 fg. 半 自 反 左 ABA. 存 
在 f.g. A BÆ A-I F, 使 得 0 一 4 一 下 正 合 , 则 由 定理 1.3.7 知 , 4 是 
fp. 的 ,于 是 根据 定理 5. 2.4, AEE BEM. 同 理 , 可 以 推 得 4 是 
右 zt- 凝聚 环 . 

RR, 设 4 是 任意 {.g. 半 自 反 左 4- 模 , 因 ARA RR, 
故 由 定理 5.2.1 知 A’ Big. 的 . 于 是 存在 f.g. 自 由 右 AK. 使 得 
F 一 4 一 0 正 合 . 但 4 是 半 自 反 的 , 因此 0-A>F ER. 同样 , 可 以 
推 得 每 个 f.g, 半 自 反 右 ABABA f.g. 自由 模 . 

E x- 凝 聚 环 一 般 不 是 右 六 凝聚 环 , 但 有 以 下 结果 : 

命题 5.2.9 设 A 是 左 和 右 凝聚 环 , 则 A 是 左 x- 凝 聚 环 当 且 仅 当 
4 是 右 -凝聚 环 . 

证 明 若 4 是 左 x 凝聚 环 , S 4 为 f.g. 半 自 友 右 A-H, Mh a 
RAS. 2. 8(ii) 的 证 明知 ,存在 f. g. A hA ARF, 使 得 0 一 A 一 FF ES. 
H 4 是 右 凝 聚 环 , 故 .A 为 f.p. 的 . 所 以 A 是 右 x- 凝 聚 环 . 同 理 , AA 
是 右 rR, 则 可 推 得 A 是 左 一 凝聚 环 . 


5.3 Tr- 凝 聚 环 上 的 模 


由 5. 2 节 已 知 ,，r- 上 凝聚 环 是 凝聚 环 ， 且 x- 凝聚 环 上 f.g. 半 自 反 模 

Æ fp. 的 . 因此 , ERMER E E p. AHEM. 对 于 六 凝聚 环 和 

x- 凝聚 环 上 f. g. 半 自 反 模 也 是 成 立 的 . 本 节 , 进一步 研究 它们 的 同调 
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性 质 . 
命题 5.3.1 设 A4 是 交换 -ERA AMB E f g AA- 
模 ， 则 Hom,(A,B) we f.g. FARM. 

证 明 因 4 是 fg. 半 自 反 A, AE BER, 故 由 定理 5. 2.4 
Al. 4 是 f.p. 的 . 从 而 有 小 模 的 正 合 列 Fi 一 Fo 一 4 一 0, 其 中 F, Fo 
Biti.g. 自由 模 . 又 由 图 子 Homa(-,B) 得 正 合 列 


0—>Homs(A,B)— ~Homa(F,,B)— >Homa(F,,B). 
但 Hom, (Fo, B)=B”, Hom, (F, BDB”, 且 B 是 f.g. 半 自 反 模 ， 
故 由 定理 5.1.4(iv), B”,，B""* 也 是 f.g. 半 自 反 的 . Auk, BM f.g. 
Tik Imp Èf g. 半 自 反 的 . 而 4 是 天 凝聚 环 ， 于 是 Inp E f p. 的 . 考 
BEAJI 
0>Hom,(A,B)~Hom,(F,,B)~>Img0, 

其 中 Hom,(F>.B), Imọ È f.g. 的 ， He 1.3.1 WM, Hom,( A,B) th 
Æ f.g. 的. 但 Homa(F。,B) 是 半 自 反 的 ，Homa(4,B) 为 它 的 子 模 , 故 
Homa(4,B) 是 fg, 半 自 反 的 ， 

命题 5.3.2 设 4 是 交换 HRY, GAMBA. g. KAR A- 
模 , 则 Ext%(4,B) 和 Tor*(4,B) 是 f.g. 的. 

证 明 因 4 是 fg. 半 自 反 AR, 4 是 一 凝聚 环 , 故 必 有 ARN 
正 合 列 


dn+1 dy E 
>F n41 >F, meee >F, >Fo ~A =O, 


其 中 每 个 F; 是 f.g. AHR. Vi. 于 是 得 复 形 


dl 
一 一 CO — F ,®,B —> e FB 


di1Ols 
一 ”一 > 


F&a B —0. 
Tor? (A,B)= Ker (d,@Qg) /Im(d@,4,@]g) ,n>0. 
A FOBA RQBS ADB” >B”, HBA fg CARH. 故 
BÆ fg BAB, 亦 即 FOB Æ fg BAR AR. E AR r 
凝聚 环 ， 故 FOB Æ fp. W, Yio 考虑 正 合 列 
0 Ker (d, le) > F,©.B>Im (d,@ lg) 0. (1) 
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A Imad, f. g. H, 并 且 , 它 是 半 自 反 模 已 -94 ATER, tk 
Imd, Ql) X f.g.- A AR. 而 4 是 xz- 凝聚 环 ， 由 定理 5. 2.4 知 ， 
mad, OE f. p. 的 因 正 合 列 (1) 中 的 ,C94B MIm ad, Ol E E 
f.p. 的 , 故 由 定理 1.3.1, Ker(d Olh) Æ f. g. WY. 所 以 Tor?(4,B) 也 
Æ f.g. 的 . 

当 n 二 0 时 ,Tort(4,B)= 二 4A4094B Æ f. g. 的. 

类 似 地 , 可 以 推 得 Ext*(4A,B) 是 f.g. 的. 

定理 5.3.3 RABATHRH, AR g FAERAABR nS 
一 1) 是 整数 . 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) l. pd, An; 

Gi) Ext,*?(A,B)=0,V f.g. FARA 4- 模 B. 

证 明 GOS Gi) 成 立 是 显然 的 . 

GDS 对 n 作 数学 归纳 法 . 

车 n= 二 一 1, 由 (ii) 得 Hom,(A,B)=0, 这 里 B 是 任意 f.g. 半 自 反 
左 A- 模 ,所 以 Hom,(A,A)=0. 于 是 得 4=0. 所 以 1. pdiA=-— 1. 

E n=0, 首先, 由 定理 5.2.4 知 , ARS pW. 于 是 得 A- 模 的 正 
合 列 

0 一 天 一 下 一 4 一 0， (2) 
HF fig. GH. K 是 f.g. 半 自 反 左 AI. 因此 由 (ii) 又 得 正 合 
列 
0—-Hom,¢(A,K )~Hom,(A,F)~Hom,CA,A)>0. 

因此 序列 (2) 是 分 裂 正 合 的 . RK ESAK. 从 而 A 是 投射 模 . 所 以 
l. pd,A=0. 

Enzl, HH, AABN EAS 0 一 天 一 下 一 4 一 0， 其 中 下 是 
f.g. 自由 模 , KK 是 f.g. 半 自 反 模 . 于 是 又 有 正 合 列 

Ext, (F,B)~Ext,(K,B)>Exty (A, B)—>Exti (FB). 
AF ES aS. 故 Ext (F, B)=Exti (F,B)=0, XE B EÆf. g. ¥ 8 
反 模 . 
Ext,(K,B)=Ext;'(A,B)=0. 
由 归纳 法 假设 知 , 1. pdakK<n—1. 所 以 1. pdsA<n. 
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本 节 开 始 已 指出 , BRA LL p 模 的 性 质 , 对 于 左 二 凝聚 环 4 上 
fg. 半 自 反 左 AR 4 也 成 立 因而 ,由 命题 2. 5. 4 Al fd,A= 
l.pdsA. 于 是 当 1.pdi4 委 2 tt VA Tort,,(B, A)=0.V f.g. FARA 
A-F B. 现在 , 我 们 给 出 其 道成 立 的 一 个 条 件 . 为 此 ， 先 要 刻 划 每 个 
f.p. 模 皆 是 半 自 反 的 环 , 这 个 问题 是 由 S. Jain 解决 的 ( 见 文献 [47]). 

命题 5.3.4 设 A 是 环 , FF -A>0 是 右 A- 模 的 正 合 列 , 其 
中 FoM F Æ fg 投射 模 ,， B=Coker(F{>F)), 则 存在 左 4- 模 的 正 
合 列 

O>Exth(B,A)+A>A”* >Ext}(B,A)—>0. 

WE BA M 3c AKL J. 

定理 5.3.5 BARA FPANH4AM4BT f. p. A AME 
BRA. 

证 明 设 4 是 fp. 右 4- 模 ,于 是 得 正 合 列 > 一 4 一 0, 其 中 
Fo F, Æ fg RAHE. 由 命题 5.3.4 知 ,存在 右 A- 模 的 正 合 列 

O>Ext)(B, A) >A>A**>Ext}(B,A)—0, 
这 里 B= 二 Coker (Fi 一 i). # AHR#A FP-AH. A B= 
Fy /Im(F? 一 Fi ) 是 f.p, 左 A- 模 , BAS Exth(B,A)=0. 所 以 4-> 4 
是 单 同 态 . 因此 A 是 半 自 反 的 . 


反 过 来 , WARE Lp. 左 A- 模 , 于 是 得 正 合 列 Fe -F 一 > 
A—>0, Ht FoF 是 f.g. 自由 模 . AM. MAA 4- 模 的 正 合 列 
0— A pr “+r; >B 0, (3) 
这 里 B=Cokerf*. AFS 和 Fi? Big 投射 右 A- 模 , 对 (3) 的 右 半 部 
应 用 命题 5. 3. 4, BA 4- 模 的 正 合 列 
O—>Ext\(C,A)—>B—B"*—Exti(C,A)—>0, (4) 
这 里 C= 二 Cokerf*', H ASC. 又 因 B 是 f.p. 右 A- 模 , 故 由 题 设 知 B 
为 半 自 反 模 . 因此 故 (4) 中 BSB’ BBA. 于 是 得 Exth(A4,A)=0. 
所 以 4 是 左 FP- 内 射 . 
推论 5.3.6 WAKA 7T-HER.AA FPA. 4 是 任意 f. g. 半 自 
RE A-R, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 . 
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L. ante ep stent 


G) lL. pdsA<ns 

Gi) Tort. (B, A)=0, V f.g. FARA A B. 

证 明 我 们 仅 需 证 (ii) 之 (GD. AABAA FPA, 故 对 任意 f. 
g 右 理想 , 由 定理 5.3.5 知 ,A/T 是 {.g. 半 自 反 右 A- 模 . 又 由 Gi) 可 得 
Tort, (A/T,A)=0. HFA 7c REM 4 必 是 左 凝 聚 环 ,因此 根据 定理 
4.1.6， 就 得 1. pd, A <n. 

最 后 , 我 们 讨论 弱 整 体 维 数 有 限 的 -凝聚 环 . 

引 理 5.3.7 设 A 是 环 , AW. gl. dimA 坟 n(n 之 2) 是 整数 ， 则 

G) r. fda CA“ )SKn— 2, Y f. p. A AREA; 

Gi) 1. fda (B) Xa — 2, V f.p. & A-# B. 


证 明 AWARD p EAM. 所 以 有 左 AEREI F, 
—-A—>0, HP Fo Fi 是 fg. 自 由 模 . 因而 又 得 右 4- 模 的 正 合 列 
0 —>4*—>F; ÉF —+c—>0, 

这 里 C= 二 Cokerg". Al W. gl. dimA<n, AK BN r. fda(A* )<n—2. 

同 理 , 可 以 证 明 结 论 (ii) 也 成 立 , 

定理 5.3.8 RARA TRER, n( 之 2) 是 整数 ,， 则 下 列 陈 述 是 
等 价 的 ， 

G) W. gl. dimA<n; 

Gi) 每 个 f.g. 半 自 反 右 4- 模 的 对 偶 模 的 平坦 维 数 委 ” 一 2. 

证 明 OSGi) 设 4 是 fg. 半 自 反 右 4- 模 . AHAB rH 
聚 环 ,所 以 由 定理 5.2.4 知 , 4A 是 f.p. 的 . 于 是 由 引 理 5. 3. 7， 得 
lL fda (A )<n—2. 

Gi) 之 G4) WAE f p EAM, 于 是 有 左 A- 模 的 正 合 列 0 一 K 一 
F>A>0, HPF Big. 自由 模 , KK 是 f.g. 半 自 反 模 因而 , 又 得 正 


Sjj o —B—F' -K 一 >0, Ep F E fg GHA AB. 继而 
由 命题 5.2.3, BA A- 模 的 正 合 列 0 一 K" 一 (F')" 一 C->0, HC 
二 Cokerg “是 f.g. 半 自 反 右 4- 模 ，B 宇 C*. 再 应 用 (i) 就 得 1 fdaB<n 
一 2. 但 是 ,序列 


0O>B—F'—F—>A—0 
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EA, 因此 1. fdsA<n. ATLA FEHB 2. 3. 2, 得 W. gl. dimA<n. 

推论 5.3.9 KABA rR, ER, N) W. gl. dimA<2 4 
且 仅 当 每 个 fg. 半 自 反 右 4- 模 的 对 偶 模 是 投射 模 ， 

证 明 设 4 是 任意 f.g. 半 自 反 右 .4- 模 . 因 4 是 右 并 凝聚 环 ， 故 
4 是 fp. 右 4- 模 . 但 4 是 左上 凝聚 环 , MUE f. p. A 4- 模 的 对 偶 模 
也 是 f.p. hI W A'E ip E At. FEB l. fdal) =l. pdala). 
再 由 定理 5. 3. 8 得 

W.gldim4 委 2 全 4 7 是 投射 模 ，V ig FARA ABA. 

推论 5.3.10 设 4 是 左右 Noether #, Ml. gl. dimA<2 当 且 仅 
KRA fg FARA 全 模 的 对 偶 模 是 投射 模 . 

TEAR 由 定理 3. 2. 2 和 推论 5. 3. 9 便 知 结论 成 立 . 


5.4 了 GT- 投 射 维 数 


本 节 将 引进 环 的 FGT- 投 射 维 数 , 应 用 这 类 维 数 来 进一步 刻 划 
x- 凝 聚 环 的 性 质 和 分 类 . 

EM RAHM, P 是 左 4- 模 . 阁 对 任意 {.g. 半 自 反 左 ARB, 
WA Ext4(P,B) 二 0, MFR P 为 左 FGT- 投 射 模 . 

命题 $.4.1 AARP 是 FGT- 投 射 模 包 每 个 左 A- 模 正 合 列 
0 一 K 习 FP 一 0 是 分 裂 的 , 其 中 天 是 f.g. 半 自 反 的 . 

证 明 若 已 是 FGT- 投 射 模 , 且 O-+K>F>P>0 是 任意 左 4- 模 
的 正 合 列 , 其 中 天 是 f.g. 半 自 反 的 , 则 得 正 合 列 

0O+>Hom,(P.K )~Hom,(P,F)—~Hom,(P ,P)—~Ext\(P.K). 
A P 是 FGT- 投 射 模 , K de f.g. FARR, 故 由 定义 得 Ext\(P.K)= 
0. 所 以 正 合 列 O+K>F->P—0 分裂 . 

反 过 来 , 设 天 EE fg FARE AR, FEFE PKA 
个 扩张 0 一 并 一 丰 一 忆 一 0. 由 题 设 知 这 个 扩张 是 分 裂 的 , PAK 的 
所 有 扩张 都 是 分 裂 的 . 于 是 所 有 已经 天 的 扩张 是 等 价 的 . 因此 P 经 
K 的 扩张 的 全 体 ECP,K) 只 有 一 个 元 素 . 但 集合 ECP.K) Exti(P. 
) 间 存在 一 个 双 射 ,于 是 得 Exth(P,KK) 一 0. 所 以 P 是 FGT- 投 射 模 . 
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命题 5.4. 2 中心 rP。 是 FGT- 投 射 模 当 且 仅 当 每 个 已 .是 FGT- 投 
射 模 . 

证 明 Ext)(Q.erP.. A= |] ,ExtkCP.,4) 便 知 结论 成 立 . 

命题 5.4.3 设 4 是 右 并 凝聚 左 自 内 射 环 , WE A- P Æ FGT- 
投射 模 当 且 仅 当 对 多 4 内 如 右 的 任意 图 ， p 
必 存 在 A- 同 态 g:P 一 ,使 该 图 交换 ， 即 
f 一 ug， 其 中 下 为 f.g. AAR, KF 
的 f. g. TH. . 

证 明 若 P 是 FGT- 投 射 模 , AK 
f.g. 半 自 反 模 , 故 Exth(P,.K)=0. Am, 
由 正 合 列 0>K~>F>F/K—>0, 得 正 合 列 

0—Hom,(P ,K)>Hom,(P ,EF)>Hom,(P,F/K)>0. 
于 是 存在 g€Hom, (P, F), 使 得 上 图 是 交换 的 . 

反 过 来 , KK BERL g FARA AK, KARAER, 
RK 必 为 一 个 f.g. 自由 模 玉 的 子 模 . 由 正 合 列 0 一 K 一 FF 一 F/K 一 0， 
得 正 合 列 

0 ~Hom,(P,K)~Hom,(P,F) 
—+Hom,(P,F/K)—>Ext)(P,K)-0. 
N Homa(P,)->Homa(P,F/K) 是 满 同 态 , 故 得 Exth(P,K)=0. 所 
以 PP 是 FGT- 投 射 模 . 

命题 5.4.4 设 P 是 f.p. 左 AR, WP ERIR AIRY PE 
FGT- 投 射 模 . 

证 明 投射 模 显 然 是 FGT- 投 射 的 . ARK, A P 是 FGT- 投 射 
模 , 因 P 是 f.p. 的, 则 存在 左 A 人- 模 的 正 合 列 0-K>F>P>0, 其 中 
F fg BHR, 天 是 f.g. 半 自 反 模 . 由 命题 5.4.1, 得 Ff 宇 K@P. 
所 以 PP 是 投射 模 . 

推论 5.4.5 (i) 设 4A 是 左 MRK, 则 每 个 f.g. 半 自 反 左 4- 模 
是 投射 模 当 且 仅 当 它 是 FGT- 投 射 模 . 

《ii) 任 意 环 4 是 左 半 遗 传 的 当 且 仅 当 它 是 左 凝 聚 环 ， 并 且 , 每 个 
f. g. 左 理想 是 FGT- 投 射 模 . 


1 
| AN 
| 
gy 


u 


| 
F 


F/K 


0 
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证 明 HF AMAT MEW, P 是 任意 f.g. 半 自 反 模 , 则 由 定理 5. 
2.481, Pip. 的, 因而 , 由 命题 5.4,4 知 , 己 是 投射 模 当 且 仅 当 它 
是 FGT- 投 射 模 . 

现在 证 明 第 二 部 分 . 若 4 是 左 半 遗传 环 ， 则 由 定义 知 A 的 每 个 
f.g. 左 理想 是 投射 模 . 因而 也 是 FGT- 投 射 模 . 又 根据 定理 2. 3.17, A 
是 左 凝 聚 环 . RIK E 4 是 左 凝 聚 环 , 了 是 它 的 任意 f.g. AHA. N 
了 是 f.p. 的 . 于 是 4 的 每 个 {.8g. 左 理想 为 f.p. 左 FGT- 投 射 模 . 又 由 
命题 5. 4.4 知 , BERR. 所 以 A 是 左 半 遗 传 环 . 

定义 ” 设 A 是 任意 环 , 4 是 左 AK. it 

1. FGT-pd,A=Inf (n |Ext}t' (A, B)=0,V fg. 半 自 反 左 A- 模 B)， 
并 把 它 称 为 模 4 的 左 FGT- 投 射 维 数 . 

又 记 

1. FGT-P. dimA=sup {l. FGT-pdsA |Y AC Fi), 
并 把 它 称 为 环 AWA FGT- 投 射 维 数 ， 如 果 这 样 的 数 不 存 在 , 规定 
l. FGT-P. dimA =, 

命题 5.4.6 ARE x- 凝聚 环 ,A Big. FARA AK, MM 

1.pdsA=1. FGT-pdsA. 

证 明 若 1.pdi4=”， NERA 1. FGT-pd,A Xn. 

反 过 来 , £ l. FGT-pdsA=m, W hE MS 
Ext”*1(A,B)=0, VY f.g. 半 自 反 左 4- 模 B. 
又 根据 定理 5. 3.3, Bl. pdsA<m. 所 以 1.pda4 二 1. FGT-pdsA. 

推论 5.4.7 HABA TERI, 4 是 f.g. 半 自 反 左 4- 模 , 则 下 
列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 1. FGT-pds A&n; 

Gi) 1. pd,A<n; 

Gi Exty!(A,B)=0,V f.g. FARA A&B; 

Gv) # 0P, >P,- > > Pe A>0 ER, BOP, O<i<n—-1) E 
f.g. 半 自 反 FGT- 投 射 模 , 则 P, 也 是 FCT RHR. 

证 明 由 定理 5.2.4、 定 理 5. 3. 3 便 知 结论 成 立 ， 

下 面 , 我 们 讨论 环 的 FGT- 投 射 维 数 . 
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EM RAER, 如 果 在 A 中 每 个 右 ( 和 左 ) 零 化 子 理 想 是 由 一 个 
寡 等 元 生成 , 则 称 4 为 Baer 环 . 

事实 上 , 对 于 任意 环 A, 每 个 右 零 化 子 理 想 是 由 一 个 寡 等 元 生成 
当 且 仅 当 每 个 左 零 化 子 理想 是 由 一 个 短 等 元 生成 . 

一 个 左 自 内 射 、VN 正则 环 是 Baer 环 . 

定理 5.4.8 设 4 是 环 , 则 1.FGT-P.dimA==0 当 且 仅 当 4 是 左 
自 内 射 ,VN 正则 环 . 

证 明 车 1.FGT-P. dimA=0, WRA f. g. FARE A- 模 是 内 射 
模 . 故 A 是 左 自 内 射 的 . 设 7 是 4 的 任意 f.g. 左 理想 , 则 7 为 f.g. 半 
自 反 左 理想 . 所 以 了 是 内 射 模 . 于 是 正 合 列 0-I>A>A/I>0 是 分 裂 
MH, ASIOI. 因此 AMI 是 投射 模 . 又 由 定理 2. 3. 2， 得 
W. gl.dimA=0. 于 是 青 应 用 定理 2.3.14, 便 知 4 是 VN 正则 环 . 

反 过 来 ,首先 证 明 4 是 右 HRM. 令 4 是 f.g. 左 A- 模 , CHR 
小 生成 集 所 含 元 素 个 数 为 n. Hn=1, 则 存在 一 个 左 理想 1, 使 得 A= 
A/I. 于 是 4 一 Homa(A/T1,A)==r(7). 因 A 是 左 自 内 射 ,VN EMS, 
故 A Baer 环 . 于 是 右 零 化 子 理想 r(7) 是 f.g. 的. 从 而 A* Big. 
WH. RRA 是 4 的 子 模 , 它 的 极 小 生成 集 所 含 元 素 个 数 小 于 n, 
并 且 , 有 如 下 的 正 合 列 

0 一 Homs(C47/4 ,4) 一 Homs(4, 4) 
—>Hom,(A,,A)—~Ext),(A/A,.A). 

因为 4 是 左 自 内 射 ， 所 以 Exth(A/A,.A)=0. 由 归纳 法 假设 ， 
Hom,(A/A,,A)#l Homa(4 ,4) 都 是 fg. 的 ,因而 A* =Hom,(A,<A) 
也 是 f.g. 的 . 于 是 再 由 定理 5. 2.1 便 知 4 是 右 7- 凝聚 环 . 

其 次 , 证 明 每 个 {.g. 半 自 反 左 人- 模 是 投射 模 . 因 4 是 VN 正则 
H, 故 由 定理 1.4.15 知 , 4 是 左 半 遗传 环 . 但 A 是 右 x- 凝 聚 环 , 每 个 
ig. HARE 4- 模 是 自由 模 的 子 模 , 故 根据 定理 1. 4.2, f.g. 半 自 反 
左 4- 模 是 投射 模 . 又 因 4 是 左 自 内 射 的 , 故 得 1.FGT-P. dimA=0. 

由 定理 5. 4. 8 知 , 用 环 的 FGT- 投 射 维 数 可 以 度量 这 个 环 与 自 内 
St VN 正则 环 的 差距 . 

定理 $.4.9 设 A 是 左 z- 凝 聚 环 , N1. FGT-P.dimA=n< 4 H 
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仅 当 f.g. AHA 4- 模 的 闭 子 模 的 内 射 维 数 和 2 ,并且 1. IdsA=n. 

证 明 若 1,FGT-P, dimA 王 x,， 则 由 定义 知 存在 一 个 f.g. 半 自 反 
左 4- 模 A, 使 得 ji.Idi4=” BABA -凝聚 环 , 根据 定理 5. 2.4 知 ， 
A 是 1.p. 的. 于 是 存在 左 A- 模 的 正 合 列 0 一 K 一 Ff 一 A 一 0, 其 中 下 是 
f.g. 自由 模 , 天 是 fg. 半 自 反 模 . & l. IdsA=m, HEM 2.1.3’, 便 得 
LAIdaF=m. #1. Id,A>m, Jl HEA 2.1.2’, BB l. Id, K =]. 1dsA 十 1 
=n+1. X5 1.FGT-P.dimA=n HF, 所 以 1.1d44 一 n. BT fg. 
自由 左 ARNT RNA AEN, 这 个 结论 是 容易 推 得 的 . 

反 过 来 , 设 4 是 任意 {.g. 半 自 反 左 AK. 因 A 是 左 1 RRH, 
故 4A Eip 的. 于 是 存在 左 A- 模 的 正 合 列 0 一 Kk 一 fF 一 A 一 0, 其 中 下 
是 f.g. 自由 模 , K 是 f.g. 半 自 反 模 . 又 因 4 是 半 自 反 的 , 故 由 命题 5. 
1.10%, K Æf g AHR PF 的 闭 子 模 . 于 是 得 1. dK. YAH 
l.Id,A=n, PF VAL. IdF =n. 又 由 定理 2.1.2 即 知 , 1 IdaASn. 所 以 
1. FGT-P. dimA=n. 

推论 5.4.10 BABA HRY, 则 4 必 属 于 下 面 五 类 环 中 的 
一 种 , 且 只 能 属于 其 中 的 一 种 : 

GABAA r-BRAARA AAR. VN 正则 环 ; 

Gi) 0<]. Id,A<co, HEE Big SHE A- 模 的 闭 子 模 的 内 射 维 
数 委 1. Id44; 

Gi) A 是 左 自 内 射 , H W.gl.dimA=~; 

Gv) 4 是 左右 一 凝聚 环 ， 且 是 VN 正则 的 ,1. Id44 一 =; 

Ww) 4 不 是 VN 正则 环 , 也 不 是 自 内 射 的 , 且 至 少 存在 一 个 人 . g. 
半 自 反 左 AR., 它 的 内 射 维 数 为 cc. 

证 明 # l. FGT-P.dimA=0, 则 由 定理 5. 4. 8 就 得 到 (i)， 

# l. FGT-P. dimA=n, 0<n<co, 则 由 定理 5. 4.9 就 得 到 (ii)， 

我 们 仅 需 讨论 1. FGT-P.dimA=co. 由 定理 5. 4.8 知 , 4 不 是 左 
自 内 射 、VN 正则 环 . 如 果 和 是 左 自 内 射 的 , 但 不 是 VN 正则 环 , A A 
是 左 GQF- 环 ， 且 4 不 是 VN 正则 环 , 故 由 定理 2. 5. 19， 得 
W.gl.dimA=o. 另 一 方面 , # 0 过 1. FGT-P. dimA<oo, 则 由 定理 
5.4.9, @LIdsA=n 这 与 4 是 左 自 内 射 相 了 矛盾 因此 
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l. FGT-P. dimA=cc, 这 就 得 到 Gii). 

类 似 地 ， 如果 A 是 左 六 凝聚 .VN 正则 环 , 但 不 是 左 自 内 射 的 , 那 
么 根据 定理 1. 4. 15, A 是 左 、 右 半 遗 传 环 . 因此 4 也 是 右 BRM. 
WA 是 任意 f. g. 半 自 反 左 A- 模 , 由 定理 5.4. 8 的 证 明 可 知 ; 4 是 投射 
模 . 所 以 1. 1d44A 志 1. Id,A. 但 1.FGT-P. dimA=co, 于 是 得 1. Id,A= 
co, RX. Al. Id,A=oco, KL. FGT-P. dimA=co, 这样 就 得 到 了 
(iv). 

最 后 ,，(v) 成 立 是 显然 的 . 


5.5 FGT- 内 射 维 数 


FGT- 内 射 维 数 是 FGT- 投 射 维 数 的 对 偶 概念 ， 本 节 先 介绍 FGT- 
内 射 模 和 模 的 FGT- 内 射 维 数 , 然后 讨论 环 的 FGT- 内 射 维 数 . 

定义 设 4 是 环 , 忆 是 左 AK, 若 对 任意 fg. HARE ABB, 
A Exth(B,E)=0, MPRE 为 左 FGT- 内 射 模 . 

设 4 是 左 rR, WEP ig FARA ARES p. 的 . 因此 
E 并 凝聚 环 上 的 FP- 内 射 模 一 定 是 左 FGT- 内 射 模 . 若 A 是 左 1-H 
R. A GQF- 环 ， 则 左 FGT- 内 射 模 与 FP- 内 射 模 是 一 致 的 . 因此 x- 凝 
RH E FGT- 内 射 模 与 凝聚 环 上 FP- 内 射 模 间 有 着 密切 联系 . 

EX RAE, 若 对 任意 右 理想 了 7 和 左 理想 二 , A ICD=!, 
ir(L)=L, WW 4 为 D- 环 . 

命题 5.5.1 O RAEE TERA, 若 每 个 左 FGT- 内 射 模 是 内 
HAR, 则 A 是 左 Noether 环 ; 

Gi) 设 A 是 D- 环 , 则 FGT- 内 射 模 与 内 射 模 是 一 致 的 . 

证 明 (i) REE. 是 内 射 左 A- 模 , aE7}, A 是 任意 f.g. 半 自 
RE AR. 由 命题 2. 5.2 知 , 外 serE。 是 FP- 内 射 模 . 又 因 ABE n 
RY, 故 4 是 f.p. 的 . FH Exth(A,@cc FE.) =0. WOE. Æ FGT- 
ARH. 又 由 题 设 它 也 是 内 射 模 , 应 用 定理 1.1.5, 可 知 4 是 左 
Noether 环 . 

GD 设 7 是 4 的 任意 左 理想 , 因 4 是 D- 环 , 故 4/ 是 f.g. 半 自 反 
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E 4- 模 . GE 是 任意 左 FGT 一 内 射 模 , 则 由 定义 可 得 Extk(4/T, 匹 ) 一 
0. RU E BASE. 
命题 5.$.2 RAER, EBA AK, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) 五 是 FGT- 内 射 模 ; 
GD 车 B 是 f.g. 半 自 反 左 A- 模 , 则 任意 正 合 列 0+ E>A>B-0 
是 分 裂 的 ; 
GD Æ K Æ f g. H hE AR F HATER, 则 天 到 五 的 每 个 左 
4- 同 态 , HPR F F E 的 左 A- 同 态 . 
证 明 OSGi) 若是 FGT- 内 射 模 , ABEL. ARE, 
故 Exth(B,E)=0. 于 是 由 正 合 列 0 一 EF 一 4 一 B->0 得 正 合 列 
0—Hom, (B, E)>Hom, (A, E)—Hom, (E, E)—>0. 
因此 0 一 E 一 4 一 B 一 0 是 分 裂 正 合 的 . 
(i) 二 (i) 设 B 是 任意 {f.g. 半 自 反 左 4- 模 , 因此 , BAEPRA 
0 一 EE 一 A 一 B 一 0. 由 题 设 知 这 个 序列 是 分 裂 正 合 的 . 应 用 命题 5. 4. 1 
的 证 明 , 得 Exth(B,E) 一 0. 故 E 是 FGT- 内 射 模 . 
OSD 可 以 由 定义 直接 验证 知 结论 成 立 . 
命题 5. 5.3 设 A 是 左 BRA, 则 下 列 结论 成 立 : 
G) limExt,(A »BSExt4(A,limB,), XE nl, A 是 f.g. 半 自 
RA 4-8, (BE 7} 是 左 A- 模 的 正 向 系 ; 
Gi) 左 FGT- 内 射 模 的 正 向 极限 是 FGT- 内 射 模 ， 
GD 名 iezE; 是 左 FGT- 内 射 全 每 个 E 是 左 FGT- 内 射 , VY i EIl. 
证 明 O 对 作 数 学 归纳 法 . An=1, HABA rE, 故 
Lge FARE 4- 模 4 是 f.p. 的 . 于 是 存在 左 4- 模 的 正 合 列 
0 一 大 一 上 一 4 一 0， C1) 
其 中 下 是 人 .g. 自 由 模 , KEP Wig. FR. 但 左 r-i RIE EAR 
EM, AIK 是 f.p. 的. 由 (1) 得 正 合 列 
0+Hom, (A, limB,)>Hom,(F ,limB.)>Homa(K ,limB,) 


—Exti(A,limB;)—>0 (2) 


和 正 合 列 
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0—limHom,(A,B;)—~limHom,(F ,B,)—~limHom,(K ,B;) 
—limExt) (A ,B,)>0. (3) 
AA, FAK 都 是 f.p. 的 , 故 (2) 和 (3) 中 前 三 项 是 同 构 的 . 于 是 
Exti(A slimB;)=limExts(A , B;). 
一 般 地 ,， 由 (1) 得 正 合 列 
Ext, ! (F ,limB,) Ext)! CK ,limB,)~Ex4,(A,limB,) 
+Ext(F ,limB,). 
但 Ext, 1(F,limB,)=Ext,(F ,limB,)=0, 
于 是 
Ext, '(K ,limB.,) 守 Ext*(A ,limB,). 
由 归纳 法 假设 ,得 
Ext? (K ,limB,;)limExt, '(K,B;)limExt((A,B;). 
所 以 Ext,(A,limB,)2limExt,(A,B,). 
(G) 一 (ii) 一 (ii) 显然 是 成 立 的 . 
另外 , 对 于 任意 环 ， 显 然 有 [| E 是 FGT- 内 射 的 全 每 个 已 是 
FGT- 内 射 的 . 
定义 BARTEN, AEE AÑ. it 
l. FGT-Id,A=Inf {n |Exti' (B,A)=0,V f.g. YARE A- B}, 
并 把 它 称 为 模 ANA FGT- 内 射 维 数 . Ric 
l. FGT-I. dimA=sup (I. FGT-Id,A|V AE Zh}, 
并 把 它 称 为 环 4 的 左 FGT- 内 射 维 数 . 如 果 这 样 的 数 不 存 在 , 那么 规 
Æl. FGT-I dim4= co， 
命题 5. 5.4 设 4 是 左 六 凝聚 环 ， ABE A- 模 ，, 则 下 列 陈 述 是 等 
价 的 : 
G) 1. FGT-Id,A<n; 
Gi) Ext! (B, 4) 一 0,VY f. g. FARA ARB; 
Gii) # 0 一 A 一 BoE 一 … 一 ,>0 正 合 , 其 中 每 个 5 Æ FGT- 
ARR, OSi<n—1, M E, 是 FGT- 内 射 模 . 
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证 明 >i) FBI g AREA, 因 A 是 左 rR 
环 , 故 BEL pW. 于 是 存在 左 人 模 的 正 合 列 0K 一 FB->0, 其 
中 五 是 fg. 自 由 模 , 天 是 fg. 半 自 反 模 . 仿照 命题 2. 5.9(i) 志 (i) 的 
证 明 , 便 知 (i)=(ii) 成 立 . 

(ii) 一 (iii) 之 (i) 仿照 命题 2. 5. 9(ii) 全 (iv) 一 (iD) 的 证 明 ,， 便 知 结 
论 成 立 . 

命题 5.5.5 BABA BRK, 0O-A>B>-C>0 BE ARE 
合 列 , 若 4,B 和 C 中 任意 两 个 模 的 FGT- 内 射 维 数 有 限 , 则 第 三 个 模 
的 FGT- 内 射 维 数 也 有 限 , 并 且 

G) 1. FGT-Id,B<sup({l. FGT-Id,A, 1. FGT-1dsC}); 

Gi) 1. FGT-Id,A<sup (1. FGT-Id,B, 1. FGT-Id,C+1}; 

Gii) 1. FGT-Id4C<sup (1. FGT-Id,B, 1. FGT-Id,A—1}. 

证 明 i KERA ig FARE AR, TEHA A- 模 的 长 正 合 
列 

Exti(K,A)>Ext(K,B)—>Ext(K,C) 

一 Ext 和 (天 4) 一 …， (4) 

由 命题 5. 5. 4 知 , 车 4,B 和 C 中 有 两 个 模 的 FGT- 内 射 维 数 有 
R, 则 第 三 个 也 是 有 限 的 . 

G) 令 1.FGT-Id4B 二 nn, 如 果 1.FGT-IdsC 志 n 一 1, 由 (4) 得 正 合 列 

Ext} (K, A)>Exti (K, B)>Ext}(K,C)>Exti (K,A) 

—Exty (K ,B). 

由 命题 5. 5.4 知 , Ext, (K,C)=Exti! (K,B)=0. 因此 Ext (K, A) 
=0. M1. FGT-Id,A<n. # 1l. FGT-Id,A<n, M] Exti(K,A) 二 0. F 
是 得 Ext,(K,B)=0. M1. FGT-Id,B <n. 这 与 假设 相 矛 盾 ， 因此， 
L FGT-Ids4 二 x， 所 以 G) 式 成 立 ， 如 果 , 1. FGT-IdsC 之 n, BROR 
仍 成 立 . 

E, 可 以 证 明 (ii) 和 (iii) 也 成 立 ， 

推论 5.5.6 设 4 是 左 r- 上 凝聚 环 ,0 一 4 一 B 一 C 一 0 BE ABE 
合 列 , E B 是 FGT- 内 射 . & 4 是 FGT- 内 射 , W C 也 是 FGT- 内 射 ; 
若 4 不 是 FGT- 内 射 , H 1. FGT-Id,A<oo, 则 
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1. FGT-Id,A =1. FGT-IdyC+1. 

下 面 ,我 们 讨论 环 的 FGT- 内 射 维 数 . 

定理 5. 5.7 设 A 是 任意 环 , 则 1FGT-I. dimA=0@A ÆA 2-# 
R. AIRE BOA BA z+- 凝聚 、 右 半 遗 传 环 . 

证 明 若 1.FGT-I dimA 二 0， 则 每 个 f.g. 半 自 反 左 4- 模 是 投射 
模 . 又 因 投 射 模 的 f.g. 子 模 是 半 自 反 的 , 故 投射 左 ARH fg. FRE 
投射 模 . 所 以 4 是 左 半 遗传 环 . 另外 , RA Big. KARA AK, 于 
是 有 4- 模 的 正 合 列 

0+ K —F A —0, 
其 中 下 是 f.g. 自由 模 由 命题 5. 2.3, 得 KB", B=Coker( f) Æ 
f. g. 半 自 反 左 AR. 因而 B 是 1.g. 投射 模 . 从 而 B* 是 f.g. RHA A- 
模 . PA KB E fg 的 . 因此, f.g. 半 自 反 右 4- 模 4 是 {.p. 的. 最 
后 由 定理 5.2.4 即 知人 是 右 r-H R. 

反 过 来 , 设 4 EE ig FARA AIR, A A 是 右 TBR, K 
AE 4- 模 的 正 合 列 04 一下 ,其 中 五 是 上 g. 自由 模 . 但 4 又 是 左 半 
遗传 环 , 故 4 是 投射 模 . 于 是 得 1.FGT-I. dimA=0. 

同样 , 可 以 证 明 1. FGT-1. dimA=0@A BE 六 凝聚 、 右 半 遗 传 环 . 

由 定理 5. 5.7 知 , 用 环 的 FGT- 内 射 维 数 可 以 测量 一 个 环 与 右 
( 左 )r- 凝 聚 、 左 ( 右 ) 半 遗传 环 的 差距 . 

定理 $.5.8 设 4 是 左 RE, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 1. FGT-L. dimA=n<co; 

Gi) 1. FGT-Id,A=n<co, Ý H f.g. 自由 左 A-RA TFR 
维 数 不 大 于 ”一 1. 

证 明 > Gi) AOM, 存在 一 个 f.g. 半 自 反 左 ABA, 使 得 
lpdA=n. 再 因 4 是 左 HRH, MA Bi pH H ARERR. 
于 是 由 推论 2. 5. 17 Ml. Ext,(A,A) 40. 根据 命题 5. 5. 4， 就 得 
l. FGT-Id,Al=n. {A 1. FGT-I. dimA=n ， 所 VA 1. FGT-Id,A=n. 其 
K, KK Æf g AHA A- 模 F 的 闭 子 模 , M F/K Bog. FARR. 
All. FGT-I dimA=n, 1. pda(F/K) <n. 于 是 由 正 合 列 0O-K>F> 
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F/K—0,4Ẹ4 1. pda K Sn- 1. 

Gi=>G) AL. FGT-Id,A=n 4, 1. FGT-I. dimASn. 另外 ,， 设 
4 是 任意 fg. 半 自 反 左 AH. 因 A 是 左 rR, HARE p. 的 . 
因而 存在 左 4- 模 的 正 合 列 0 一 KK 一 Ff 一 4 一 0, 其 中 下 是 {.g. 自由 模 ， 
kK 是 下 的 f.g. 闭 子 模 . 再 由 (Gi) 便 得 1.pdsKn 一 1. Alf l. pdsd<n. 
FÆ l. FGT-I. dimA=n. 

定理 5.5.9 KABA. A7 BRK n>1 是 整数 ， 则 下 列 陈述 是 
等 价 的 : 

G) 1. FGT-I. dimA<n; 

Gi) 每 个 f.g. 半 自 反 右 4- 模 的 对 偶 模 的 投射 维 数 魏 ” 一 1. 

EARS Gi) 设 4 是 任意 f.g. 半 自 反 右 A- 模 , 因 人 是 右 m 
凝聚 环 ， 故 由 定理 5.2.4 知 , ARE pW. 于 是 有 正 合 列 


0—K —>F, +A —>0, (5) 
EFF, Eig. 自由 模 , K #f.g FARK. 继而 由 (5) 又 得 正 合 列 
0 —A* -Fr —+Cokerg* *0. (6) 


根据 命题 5. 2. 3, 可 得 K=(Cokerg* )*.Cokerg’ #f.g. KARA A- 
模 . 于 是 由 (i) l pda (Cokerg?) <n. 再 由 (6) 便 得 
l. pda(A* )<n—1. 

GD>G@) 设 B 是 f.g. 半 自 反 左 A- 模 , (AFUE l. pdsB<n. AA 


是 左 HRK, KB Eip 的 . 于 是 有 正 合 列 0 一 >K 一 >F。 一 >B 
一 >0, EF F, Æ fg AAR. K Big. FARR. 又 由 命题 5. 2.3 
知 , K (Cokerg*)*,Cokerg*’ Æ f. g. FARA AR. 再 由 (ii) 知 
l.pdsK<n—1. Ml. pdsB<n. 于 是 得 1. FGT-I. dimA<n. 
推论 5.5.10 设 和 A 是 左 , 右 x- 凝 聚 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) 1. FGT-I. dimA<1; 
Gi) 每 个 f.g. 半 自 反 右 4- 模 的 对 偶 模 是 投射 模 . 
定理 5.5.11 RAAF TRE. N 
r. FGT-I. dimA<W. gl. dimA<r. FGT-I. dimA+1<r. gl.dimA, 
1. FGT-I. dimA<W. gl. dim A<]. FGT-I. dimA+1<1. gl. dimA. 
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证 明 由 定义 得 
r. FGT-I. dimA=sup({r. pd,AlV f. g. FARA A- 模 A}. 
A 4 是 右 BRM, REP ig. FARA ARES p 的 , 并 且 
W. gl. dimA=sup({r. pd, A |Y f.p. & A A}, 
r. FGT-I. dimA<W. gl. dimA. 
其 次 , Hr. FGT-LdimA=o, BRA 
W. gil. dimA<r. FGT-I. dimA+1. 
@ r.FGT—I.dimA=n<~, RA Èf. p. HAM, WER ARIES 
列 O>K>F>A>0, HPF dig. 自由 模 , KK 是 1.g. 半 自 反 模 . A 
IE r. pda K <n. Mr. pdaASKn+1, $t W. gl. dimA<n+1. 
最 后 , #r.gl.dimA=o, 显然 有 
r. FGT-I. dimA+1<<r. gl. dimA. 
# r.gl.dimA=n<oo, A Æ f. g. ARG AM, HABA RRM, 
故 存在 右 ARERI 0>A>F>F/A>0, 其 中 下 是 f.g. 自由 模 . 但 
r. gl. dimA = n, Ali r. pda (F/A)Sn. 于 是 r.pds4 委 2 所 以 
r. FGT-L dimA+1<r. gl. dimA. 
类 似 地 , 可 以 证 得 第 二 个 不 等 式 也 成 立 ， 
在 定理 5. 5. 11 中 , WR A BA. A Noether 环 , W 
r. FGT—I. dimA<W. gl.dimA =r. FGT-I. dimA+1 
=r. gl. dimA. 
推论 5. 5. 12 设 A 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) ABA -ARVN 正则 环 ; 
Gi) A 是 右 -凝聚 、 右 自 FP- 内 射 , Ar. FGT-I. dimA<oo; 
Gi) 4 是 左 xz- 凝聚 环 、 左 自 FP- 内 射 , H 1.FGT-I. dimA<c. 
证 明 OSGD 因 4 是 VN 正则 环 , WEEE GRAM. Hi 
题 5. 2.9 知 , A 是 左 、 右 x- 凝 聚 环 于 是 由 定理 5. 5. 11， 得 
r. FGT-I. dimA<W. gl. dimA=0. 
另外 , AAR VN 正则 环 , 故 由 定理 2.5.19, 4 是 右 自 FP- 内 射 . 
GDO BARA 7 BRM, 由 定理 5. 5. 11 的 证 明 , 得 
W. gl. dimAxr, FGT-I. dim4 十 1<co， 
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MAA 是 右 凝聚 , 右 自 FP- 内 射 , BP A 是 右 GQF- 环 , 故 由 定理 2.5. 19 
Al, A 是 VN 正则 环 . 

同 理 可 以 推 得 (GD) 全 (iii) 成 立 . 

下 面 , 给 出 FGT- 内 射 维 数 与 FP- 内 射 维 数 间 的 一 个 关系 . 

命题 5. 5. 13 RABE Ar BRM, n 是 任意 非 负 整数 ,， 则 

G) 对 任意 左 A- 模 A, l. FGT-IdsASn 4 AM 4 1. FP-Ids An + 


Gi) 1. FGT-I. dimA<n 4 A{X24 1. FP-I. dimA<n+1. 

证 明 (i) #1. FGT-Id,A<n, B EIER fp. £ AK, WEZ 
4- 模 的 正 合 列 0 一 天 一 下 -有 -一 0,， 其 中 下 是 fg. 自 由 模 , K Ef g # 
自 反 模 . 因而 又 得 正 合 列 

Ext! (K,A)>Exty2(B, A) >Exti? FA). 
因为 1 FGT-IdsA<n, HA BA - 凝 聂 环 ， 所 以 由 命题 5. 5. 4 A, 
Ext (K, A)=0. 又 因为 Ext CF,A)=0, 所 以 Ext’ (B, A)=0. 
于 是 由 命题 2. 5. 9 得 1. FP-Id,A<n41. 

反 过 来 , 若 1 FP-Id,A<n+1, B 是 任意 f.g. 半 自 反 左 4- 模 ， 因 
A 是 右 -凝聚 环 , MAA 4- 模 的 正 合 列 0>B>F>F/B>0, 其 中 下 
Æ f.g. 自由 模 , F/B 是 f.p. 的 . 因而 又 得 左 A- 模 的 正 合 列 

Ext?!'(F ,A)—>Ext*'(B,A)—>Ext* (F/B,A). 
由 于 ARAM, B1.FP-Id,A<n+1, 因此 根据 命题 2. 5. 9 知 
Ext, ’°(F/B,A)=0. QS Ext (F, A)=0, 所 以 Ext**1(B,A) 一 0. 
因而 由 命题 5. 5.4， 便 得 1.FGT-Ids4 委 =”. 

Gi) 直接 由 (i) 知 结论 是 成 立 的 . 

最 后 , 应 用 环 的 自 内 射 维 数 给 出 环 的 FGT- 内 射 维 数 的 一 个 上 界 . 

命题 5. 5. 14 AEA 天 凝聚 环 ,1.FGT-I.dim4<co,， 则 

l. FGT-I. dimA<I. Idsh. 

证 明 4 1. FGT-I. dimA=n<oo, 由 推论 5.4.7 WM. 存在 两 个 
fg. KARA A AM B, 1144 Exti(4A,B)40. RABE cB 
环 , f.g. FARE BE fp H, MAL 4- 模 的 正 合 列 0 一 天 一 下 一 局 一 
0， 其 中 下 是 f.g. 自 由 模 , 天 是 fg 半 自 反 模 . 从 而 又 得 正 合 列 
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Ext (A, F)—>Exti (A, B)—>Exti  (A,K), 
其 中 Ext,(A,B)+0, Ext; '(A,K)=0. 所 以 Ext, (A,F) 40, 于 是 
1.FGT-E dimA<<l. Id,A. 


5.6 FGT- 平 坦 维 数 


这 一 节 里 ,我 们 要 应 用 函 子 Tor 引入 模 和 环 的 FGT- 平 坦 维 数 ， 
并 将 有 关 平 坦 模 和 平坦 维 数 的 性 质 进行 推广 . 

定义 设 A4 是 环 ,U 是 右 AK, 若 对 任意 fg. HARA AÑ B, 
4A Tort(C,B)= 王 0,， 则 称 己 为 右 FGT- 平 坦 模 . 

同 理 , 可 定义 左 FGT- 平 坦 模 . 

由 定义 知 , 右 A- 模 U 是 FGT- 平 坦 模 当 且 仅 当 对 任意 左 A- 模 正 
合 列 0 一 B 一 4, BA 0PUGs:B-U® A ES, 其 中 4/B 是 f.g. 半 自 
反 模 . 

命题 5.6.1 设 4 是 环 , U 是 任意 右 A- 模 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) U 是 FGT- 平 埋 模 ，; 

Gi) U* 一 Homz(U,Q/2Z) 是 左 FGT- 内 射 模 , 这 里 Q 是 有 理 数 加 
法 群 ,Z 是 整数 环 . 

GD XE fg. 自由 左 人 A- 模 玉 的 闭 子 模 KK, A Tor}(U.F/K) 
=0. 

证 明 >i) WK Big AHA ARP MATER. AUB 
FGT- 平 坦 模 ， 则 有 正 合 列 

0 一 CGO KK UF. 
K Q/Z 是 内 射 Z- 模 , 故 得 交换 图 
Homz (UF ,Q/Z)>Homzs (UK ,Q/Z)>0 
Py y gx 

Hom, (F ,Homz(U .Q/Z))~Hom,(K ,Homz( .Q/Z))—>0 
其 中 行 正 合 , gr 和 gx BAW. AK SU WH AMAT PS KR EF 
BU" 4A 一同 态 , 故 由 命题 5. 5. 2 知 , U* 一 Homz(U,Q/2Z) 是 FGT- 
内 射 模 , 
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GD>G) 设 0 一 有 一 4 BA A-BUE RS, 且 A/B 是 f.g. 半 自 反 
的 . E U” 二 Homz(U,Q/Z) 是 FGT- 内 射 模 , 故 得 正 合 列 
Homa(A,U'’)—>Homs(B,U" )>0. 
因而 又 有 正 合 列 
Homz(U@.sA .Q/Z)>Homz(U®,B,Q/Z)>0. 
因为 Q/Z 是 范畴 刀 z 的 内 射 余 生成 元 , 所 以 由 定理 1.1.7, 又 得 正 合 
7o >UQ, BUQA. it U 是 FGT- 平 坦 模 , 
Medi) 直接 由 定义 可 推 得 结论 成 立 . 
命题 5.6.2 BARK RR, (U.|U. 是 左 FGT- 平 坦 模 ， 
aE7T}, WW [| ,eC 是 FGT- 平 坦 模 . 
证 明 g AREE fg FARA AI, WAER RRA, K 
4 是 f.p. 的 . FRAG ARERI] 0>K>F>A—>0, HH F Æ f.g. 
自由 模 , K Eig BARR. 从 而 天 也 是 f.p. 的 . 用 已 表示 天 ,下 或 
A, N B Æfp AAR. 于 是 得 
B Qa [l0 S= I]. BQ). 
AU. 是 左 FGT- 平 坦 模 , 故 Tort(U. A)=0. 继而 得 正 合 列 
0K @U > FOsU. 一 4C9nU 一 0. 
因而 又 得 正 合 列 
o> [| ,Kk QU.) > I] ,.,F Qi.) 
> [[,.,4 QU. > 0, 
即 序列 
o>K@ ,C= FO TD 一 4Q@ TU 一 0 
正 合 . 另 一 方面 又 有 正 合 列 
Tort (A, [[ a UD > K Qa [l eUe FO 1,20: 
> A Qa [eU > 0, 
FRE Torf(A, ]] Uo = 0. 所 以 [| U 是 FGT- 平 坦 模 . 
另外 ,对 于 任意 环 ,显然 有 : DeU.  FGT-FHNORT U. 是 
FGT- 平 坦 的 ， 
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1.2 节 告 诉 我 们 , 平坦 模 和 纯正 合 列 之 间 有 着 深刻 联系 . 现在 , 我 
们 把 这 个 结果 推广 到 FGT- 平 坦 模 . 
定义 设 
0>A’—A—>A”—0 (1) 
是 左 4- 模 的 正 合 列 QUES fg. FARA A-R B.J] 0 一 BO4A! 
> BR) ,A>BR),A">0 正 合 , 则 称 序列 (1 ) 为 广义 纯正 合 的 . 
命题 5.6.3 RAER, UBF AR, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) U 是 FGT- 平 坦 模 ; 
Gi) 任何 短 正 合 列 0 一 4' 一 4 一 U0 一 0 是 广义 纯 的 ，; 
(ii) 存在 一 个 广义 纯正 合 列 0 一 4’ 一 A 一 U 一 0, 其 中 4 是 FGT- 
平坦 模 . 
证 明 仿照 命题 1. 2. 5 的 证 明 , 便 知 结论 是 成 立 的 . 
命题 5. 6. 4 设 环 A 是 左 自 FP- 内 射 ,U 是 任意 左 4- 模 , 则 U 是 
FGT- 平 坦 模 当 且 仅 当 U 是 平坦 模 . 
证 明 若 U 是 平坦 模 , 则 显然 它 也 是 FGT- 平 坦 模 . 反 过 来 ， 若 
U 是 FGT- 平 坦 模 , RIB A 的 任意 f.g. 右 理想 , 则 A/T 是 {.p. 右 人 A 
模 . 因 A 是 左 自 FP- 内 射 , 故 由 命题 5. 3.5 WM, A/T 是 f.g. BARA 
A- 模 . 于 是 得 Torf(A/I,U) 一 0. 再 由 定理 2. 2.1 便 知 是 平坦 模 . 
定义 B A 是 任意 环 , ABE A- 模 , 记 
1. FGT-fd,A=Inf{n|Tor’.,(B,A)=0,V f.g. 半 自 反 右 ABB}, 
并 把 它 称 为 模 4 的 左 FGT- 平 坦 维 数 或 FGT- 弱 维 数 . 
又 记 
1. FGT-W. dimA=sup{l. FGT-{dsA|Y AE G4}, 
并 把 它 称 为 环 A 的 左 FGT- 弱 整体 维 数 , MA FGT- 平 坦 维 数 . 若 这 样 
的 数 不 存在 , 则 规定 1. FGT-W. dim4= oc. 
类 似 地 , 可 以 定义 右 A- 模 的 右 FGT- 平 坦 维 数 和 环 的 右 FGT- 弱 
整体 维 数 . 
命题 5.6.5 设 4 是 任意 环 , 4 是 左 AE. 则 下 列 陈述 是 等 价 
的 : 
G) 1. FGT-fd,A<n; 
189 


nn es eT TO nn NN EE eee Es 


Gi) Tor2,,(B,A)=0,V f.g. FARA 4- 模 已; 

Gi) # OSU, SU, > >U, > A>0 ES, 其 中 每 个 LU 是 
FGT-¥ HH, 0<i<n—1, M U, 是 FGT- 平 坦 模 . 

证 明 D> Gi) Mn 作 数 学 归纳 法 . 当 n=0 时 , 结论 成 立 是 显 
然 的 . 当 n=1 时 , A B 是 任意 1.g. 半 自 反 右 A- 模 , 故 有 右 A- 模 的 正 
合 列 


0—K—F—B—0, (2) 

其 中 五 是 f.g. 自由 模 , KK 是 半 自 反 模 . 因而 又 得 正 合 列 
Tor?(F,A)—Tor3(B,A)~Tor*(K,A)>Tor*(F,A). 

AFF BAAR. Tor? (F, A)=Torf(F,A)=0, 因此 得 Tor?(K,A) 

~Tor}(B,A). {A K=limK,, K.  K HW f.g. FR, 

Tor? (B,A)=Tor?(imK,,A)=limTor}(K..A). (3) 
Aik, “41. FGT-fd,A = 0 t, AF KA Bf ge FARE. DA 
Tor{(K.,A)=0. (3) BN Tor?(B,A)=0. 441. FGT-fd,A=1 AY, 
由 定义 也 得 Tor?(B,A)=0. ME, Bie n>1, B 是 任意 {.g. 半 自 反 
右 4- 模 ， 由 (2) 得 

Tor4 (已 ,4) 信 Tor4( 玉 ,4)， 
应 用 归纳 法 假设 得 Tort (Ka, A) =0. 因而 Tor*(K,A)==0. 所 以 
Tor®1(B,A)=0. 

(i) 过 (iii) A A- 模 序列 

0O>U,—>U, > Ue A> 0 (4) 
IEA, 其 中 每 个 U; 是 FGT- 平 坦 模 ，0 委 ; 委 "” 一 1. $ B 是 任意 f.g. 半 
BRA AB, HOSGOI A, Tort (B.U)=0,V m>0, 0S 
<n—1l. 因此 由 (4) 得 

Tort.,(B,A)=Tor}(B,U,). 


于 是 由 (ii) 得 
Tor4.,(B,A)=Tor?(B.U,) =0. 
OU, 是 FGT- 平 坦 模 . 
GDS FA A- 模 的 正 合 列 
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O>P,,>P,_ ,一 … 一 Po 一 4 一 0， (5) 
HR Po Piore Pu :是 投射 模 ， 因 而 也 是 FGT- 平 坦 模 . 由 (iii) 知 P, 
是 FGT- 平 坦 模 . 于 是 对 任意 f.g. 半 自 反 右 ARB, 由 正 合 列 (5) 得 
Tor. (B, A)=Tor?}(B.P,) =0. 

Pr LA 1. FGT-fd,A<n. 

命题 5.6.6 设 A 是 任意 环 , 则 

G) 1. FGT-W. dimA=sup (r. fd4B|V f.g. FARA ABB}; 

Gi) 车 4 是 左 自 FP- 内 射 , 必 有 1.FGT-W. dimA=W. gl. dimA; # 
4 是 左 . 右 自 FP 一 内 射 , 则 

|. FGT-W. dimA=r. FGT-W. dimA=W. gl. dimA; 

Gii) 1. FGT-W. dimA<W. gl. dimA<I. FGT-W. dimA+1. 

证 明 GO 假定 1.FGT-W.dimA=”<co, B 是 任意 {.g. 半 自 反 
右 AÑ B, A 是 任意 左 A- 模 . Al. FGT-fd,A<n, HS. 6. 5 
Al, Tort.,(B,A)=0. 所 以 r fdsBn. RR, vr. fdaBm, 则 对 
任意 左 A- 模 A, A Tora(B.A)=0. 由 命题 5. 6.5 知 , |. FGT-fdsA 
<m. 所 以 

1. FGT-W. dimA=sup {r. fduB|V f. g. ¥ BRA A- 模 B}. 

Gi) BÆ 1.FGT-W.dimA=n<o, 令 了 是 4 的 任意 f.g. 右 理 
想 , W AI È ip. A AR. 但 4 是 左 自 FP- 内 射 , 由 定理 5. 3. 5 知 ， 
AI 是 f.g. 半 自 反 右 AK. 应 用 (i) 得 

sup{r. fda(4A/D |V f. g. A4 OI} <1. FGT-W. dimA. 

再 由 定理 2. 3. 2 便 得 1. FGT-W. dimA=W. gl. dimA. 

当 A 是 左 、 右 自 FP- 内 射 时 , 第 二 个 等 式 成 立 是 显然 的 . 

GD 设 I 是 和 的 任意 f.8g 右 理想 , 则 有 正 合 列 0 一 7 一 4 一 4/T 一 
0. 因而 r. fdasCA/D)<r. fd +1. 再 由 定理 2. 3.2 和 上 面 证 明 的 结论 
(i), 可 得 

1. FGT-W. dimA<W. gl. dimA<FGT-W. dimA+1. 

定理 $.6.7 HABA x- 凝 聚 环 , W 1. FGT-W. dimA=0 当 且 仅 
当 4 是 左 半 遗 传 环 . 

证 明 # l. FGT-W. dimA = 二 0， 则 由 命题 5. 6. 6 Ciii) 知 ， 
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W.gl.dimA<1. 又 因 A 是 左 凝聚 环 , 故 由 定理 2. 3.17 知 ,A 是 左 半 
遗传 环 . 反 过 来 , 对 任意 1.g. 半 自 反 右 AR A, 因 4 是 左 六 凝聚 环 ， 
故 有 正 合 列 0 一 4 一 下, 其 中 下 为 f.g. 自由 的 . 但 4 是 左 半 遗 传 环 ， 故 
4 必 为 投射 模 . 从 而 对 任意 左 R- 模 M, 皆 有 Tort(4,M) 一 0. 故 
1. FGT-W. dimA=0. 

定理 5. 6.8 设 A4 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) L. FGT-W. dimA=1; 

Gi) FEE 4- 模 A, 使 得 1.FGT-fds4=1, BER Eg. 自由 右 4- 
模 的 闭 子 模 是 平坦 模 . 

WRA SG) > Gi) 因 1.FGT-W. dimA=1, 故 对 任意 左 4- 模 B, 
HA l. FGT-fdiB<1, 且 存 在 一 个 左 A- 模 A, 使 得 1. FGT-fd,A=1. 
其 次 , 设 K 是 任意 f.g. 自由 右 4- 模 下 的 闭 子 模 , Nj E/K 是 f.g. 半 自 
ROA 4- 模 , 并 由 命题 5. 6.5 M1, Tor4(F/K,B)=0. A mir. fda(F/K) 
<1. Fr. fdK=0. 故 玉 是 平坦 模 . 

DSO 因为 存在 左 AB A, 使 得 1 FGT-fd44 一 1, 所 以 
1. FGT-W.dimA>1. 另外 , 设 B 是 任意 f.g. 半 自 反 右 AM, 于 是 得 
右 4- 模 的 正 合 列 0 一 Kk 一 Ff 一 B 一 0, HPF EL 2 自由 模 . RABE 
半 自 反 的 , 故 是 下 的 闭 子 模 . FRAG) RAK 为 平坦 模 . 因而 
r. fdaB<1. 所 以 1.FGT-W. dimA<1. 因此 1. FGT-W. dimA=1. 

定理 5.6.9 设 A 是 左 、 右 x- 凝聚 环 , nl 是 整数 , 则 下 列 陈述 
是 等 价 的 : 

G) L. FGT-W. dimA<n; 

Gi) r. fda (A )<n—1,V f.g. FARE A- A; 

Gii) r. pda(A*)<n-1,V f.g. BARA 4- 模 4; 

Gv) r. fda(A*)Kn—1,Y & 4- 模 A. 

证 明 >) RARER fg KARA AR, 则 有 左 A- 模 
的 正 合 列 

0 —K —>F, —>A—>0, (6) 
HPF 是 所 g. 自 由 模 , K 是 f.g. 半 自 反 的 . 再 由 命题 5. 2.3, 又 得 右 
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A- 模 正 合 列 


0 —+A*—>F; —>B—>0, (7) 
K>=B',WBEREg FARE AR RAF 是 平坦 模 ， 且 
l. FGT-W. dimA<n, & r. fd,A*<n—1. 

GDedi) R ARE Lg AREA, HABA «wR. 
WA Eig FARA AR 因而 A Ef p 的 于 是 得 
r. fda A* =r. pd,A*. KODS Gi) ERA. 

G)>G) 设 4 是 任意 f.g. 半 自 反 右 4- 模 ， 则 有 正 合 列 (6)， 
(7). A B» ig SARA AR, Aw r. fdaK =r. fda B) Sa 
一 1. Eh r. fdaAS<n. 所 以 1.FGT-W. dima Sn. 

@>Gv) 设 4 是 任意 左 4- 模 , WHA 4- 模 的 正 合 列 

AD 一 4 一 4 一 0， 
其 中 1.1, 是 指标 集 因而 又 得 右 A- 模 的 正 合 列 

0—>A*—An—An. 
因 A 是 左 凝聚 环 , 故 A% ,A 为 平坦 模 . 又 因为 1. FGT-W. dimA<n, 所 
VA r. fd,CA* )<n—1. 

(w>G) 结论 成 立 是 显然 的 . 

推论 5.6.10 HABE. Ar MEM, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(i) 1. FGT-W. dimA<1; 

Gi) f. g. FARA A- 模 的 对 偶 模 是 平坦 模 ， 

GD fig. ARE 4- 模 的 对 偶 模 是 投射 模 ， 

Gv) 任意 左 A- 模 的 对 偶 模 是 平坦 模 . 

最 后 , 我 们 讨论 FGT- 平 坦 维 数 与 FGT- 内 射 维 数 间 的 联系 . 

设 A 是 环 ,4 BE A- 模 , 记 AT =Homz(A,Q/Z), 这 里 Q@ 是 有 理 
数 加 群 ,Z 是 整数 环 , 并 把 A RA 4 的 特征 模 . 

命题 5.6.11 RAEN, AEZ A, WW 

G) 1. FGT-fd,A=r. FGT-Id,A*; 

Gi) 若 4 是 左 六 凝聚 环 ， 则 

1. FGT-Id,A=r. FGT-fd,A™. 
193 


证 明 GO) BRR fg FARA AR, 则 
Ext,(B,A*)=Tori(B,A)*. 

“1. FGT-fd,A=r. FGT-Id,A™. 

Gi) B BEX f.g. FARA AH, HABA BRM. KB 
Æ fp. 的. 因而 B 具 有 有 限 投 射 分 解 .于 是 

Tor*(A™ ,B)Ext (B, A)", 
l. FGT-Id,A=r. FGT-fd,A?. 

推论 5.6.12 设 4 是 环 , ABA AK, W 

G) A Æ FGT- HESA E FGT- $f; 

Gi) FA BA w BRK, 则 4 是 FGT- 内 射 邻 41 是 FGT- 平 坦 . 

定理 5.6.13 设 4 是 环 , 则 

G) 1. FGT-W. dimA<r. FGT-I. dimA; 

Gi) BARA 六 凝聚 环 ， 则 

1.FGT-W.dim4 一 r.FGT-I. dim 4. 

WEAR G) 不 妨 设 r.FGT-I. dimA=n< 0, A 是 任意 左 AK, 
则 4+ 是 右 AM. 因而 r. FGT-Id,At<n. 于 是 由 命题 5. 6. 11(i) 知 ， 
1. FGT-fdsA<n. 

1. FGT-W. dimA<r. FGT-I. dimA. 

Gi) 首先, HG) 1. FGT-W. dimA<r. FGT-I. dima. 

反 过 来 , 41. FGT-W. dimA=n<co, 4 是 任意 右 AH, AHAB 
A 一 凝 聚 环 ， 故 由 命题 5. 6. 11(ii) ,得 

r. FGT-Id,A=I. FGT-fd,A* <n. 

因此 r. FGT-I. dim4 委 1. FGT-W. dima. 

综合 以 上 讨论 , 得 1. FGT-W. dimA=r. FGT-I. dimA. 

定义 ” 设 4 是 任意 环 , > 

l. FGT-IF. dimA=sup (1. FGT-fd E |Y 内 射 左 人 模 E). 

同样 ,可 以 定义 r. FGT-IF. dimA. 

由 定义 Ml, LFGT- IF. dimA < |. FGT-W. dima. 另外， 
|. FGT-IF. dimA=0@ 47+ A $A A- 模 是 FGT- 平 坦 模 ， 把 这 类 环 称 
为 左 GIF- 环 . 
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6H 5.6.14 设 A 是 任意 环 , 且 1. FGT-W. dimA<co, 则 
I. FGT-IF. dimA=1. FGT-W. dimA. 

WEAR ikl. FGT-IF.dimA=n, AFE f.g. FARA A- 模 4, 使 
得 r.fdsA=m H m>n. $ BEEBE AH, MEZ A- 模 的 正 合 列 
0>+B>E>E/B>0, RHE 是 内 射 模 于 是 又 得 正 合 列 

Tors, ,(A,E/B)—~Tor4(AsB)>Tor4(A,E). 
Al r. fdaA =m, KK Tort.,(A,E/B)=0. XA m>n=1. FGT-IF. 
dimA, $k Tor3(A,E)=0. 从 而 Tor4(4,B) 一 0, 对 任意 左 A- 模 B. 于 
是 得 r.fdi4<m .这 就 导出 矛盾 , 因此 对 任意 {f.g. 半 自 反 右 AKA, 
A r. fdsA<n. 又 由 命题 5. 6.6 可知 , 1. FGT-W.dimA<Sn. 所 以 1. 
FGT-IF. dimA=1. FGT-W. dimA. 

推论 5.6.15 WALA THEM. Hl. FGT-W. dimA<c, Wl] A 
是 左 GIF- 环 当 且 仅 当 4 是 左 半 遗传 环 . 

WEAR 因 1.FGT-W.dimA< ce ,由 命题 5. 6. 14, 得 

l. FGT-IF. dimA=1. FGT-W. dimA. 
又 应 用 定理 5. 6.7, 便 知 结论 是 成 立 的 . 

定理 5.6.16 iZ AE, M 

(i) 1. FGT-IF. dimA=sup {l. FGT-fd,At |A€ @%, H r. fdaA< 
CO}; 
Gi) Æ A 是 右 x- 凝 聚 环 , 则 
1. FGT-IF. dimA=sup{l. FGT-fd,A* | AE ER, Br.FGT-{dA<o0); 

GD 若 4A 是 左 、 右 -凝聚 环 , 则 

1. FGT-IF. dimA= 
sup{1.FGT-fdsA|A€ Ci, 且 4 为 1].FGT- 内 射 模 } = 
sup{l. FGT-{dsA|AE Z4, H 1. FGT-Id,A<oo}. 

RA O 设 E 是 任意 内 射 左 A- 模 , WE BEAK. 于 是 有 右 
ARERI] F>E>0, HP FER AR. 故 序列 OSES FIER. 
{(HO>E>E ER, 于 是 知 0 一 E 一 1! 正 合 . AERA. KER 
F WAAN. 从 而 1. FGT-fd,E<1.FGT-fdsF*. Bor. fdaF<oo. 所 以 
G) PE tig <A it 
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反 过 来 , RA 是 任意 右 A- 模 , Ar. fdsd=n<co, 则 有 正 合 列 
0—>U, >U, 1>" >U > A—>0, 
其 中 每 个 U; 是 平坦 模 , 0<i<n. MMA ESEJI 
0+ At US Ut eUi 0. 
AU, 是 平坦 模 , RUS BANE. OSi<n. 由 命题 5. 6.5， 易 知 
l. FGT-fdaAt<Max{1. FGT —fd,U7 |O<i<n}). RUG) FA RWSA 
端 . 
综合 以 上 讨论 OERZ. 
Gi) B A BRIERE A- 模 , Hr. FGT-fdsA<n. 令 7 是 4 的 f.g- 
左 理想 , 由 正 合 列 0 一 7 一 4 一 4 人 /7T 一 0 得 
Tor4,.CA, A/D Tore. (A, I). 
FA Ff. g. “EAR AK Tord, (A ID= 0. Mi Tori (A, A/I) =0. 所 以 
r.fd,A<n+1. BSP WR r. fda4 志 nn 十 1,K 是 任意 {f.g. 半 自 反 左 4- 模 . 
因 A 是 右 x- 凝 聚 环 ， 故 存在 左 人- 模 正 合 列 0 一 天 一 人 一 /天 一 0， 其 中 
FEi.g. 自由 模 从 而 , XA EEJ Torf: (A, F/K)>Tori, (A, K) 
— Tor4., CA, F). {A _Tor4 (A, F/K ) = Tor, (A, F)=0, 因此 
Tor4 (A, K)=0. Hr. FGT-fd1A4 Sn. 
由 上 面 结果 便 知 , GA 是 任意 右 A- 模 , 则 r. FGT-fd1,A< 4 H 
{024 r.fd,A<oo. 再 应 用 (i) , 便 知 结论 (ii? 是 成 立 的 . 
GD AAA 7BERH, 故 由 Gi) 得 
1. FGT-IF. dim A 
=sup{l. FGT-fd,A* |AE @4, H r. FGT-fdsA<oo}. 
设 4 是 任意 右 AB, H r. FGT-fd,A=n<co, 根据 命题 5. 6.110) aT 
知 , 1. FGT-Id,A* =n. 于 是 得 
1. FGT-IF. dim A 
<sup (l. FGT-fd,A|A€ Z4, H 1. FGT-Id,A<co}. (8) 
反 过 来 , 设 4 是 任意 左 AM, AL FGT-Id,4A=n<, ARAB 
A- 凝聚 环 , 故 由 命题 5. 6.11Gi) MI. r.FGT-fds4+ 一 所 以 等 式 (8) 反 
过 来 也 是 成 立 的 . 
l. FGT-IF. dimA 
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=sup({l. FGT-fd,A| AE Z4, H 1. FGT-Id,A<oo}. 
再 证 另 一 个 等 式 . 显然 有 
sup{l. FGT-fd,A | AE Z4, H 4 为 FGT- 内 射 》 
<sup{l. FGT-fd,A|A€ 4, H1. FGT-Id,A <œ}. (9) 
反 过 来 , KA 是 任意 左 AM, AL FGT-IdsA=n<co. RARE 
-凝聚 环 , 由 命题 5. 5. 4G MM, FEE 4- 模 的 正 合 列 
0-> AE, > E,> "+E, 0, 
其 中 每 个 五 是 FGT-AaH, OSi<n. FEB 
l. FGT-fdsA<Max (1. FGT-fdiE; |O<i<n}. 
故 不 等 式 (9) 反 过 来 也 是 成 立 的 . 
sup (l. FGT-fd,A| AE @4,H 4 为 1. FGT- 内 射 } 
=sup {1. FGT-fd,A|A€ F4, H 1. FGT-Id,A <20}. 

定理 5. 6.17 WALA -凝聚 环 , 则 下 面 各 值 是 相等 的 . 

G) r. FGT-IF. dimA; 

Gi) 1. FGT-Id,A; 

Gii) r. FGT-fd.Q. Q 是 模范 畴 Oh 中 任意 内 射 余 生成 元 ; 

Civ) sup {r. FGT-fd E (O | SEFF, H S 是 单纯 模 ); 

(v) sup{l. FGT-Id,A|A€ @4, H 1. FGT-fd,A <20}; 

(vi) sup (Il. FGT-Id,U |U E F4, B U 是 平坦 模 }. 

证 明 BIR GI)< (vi) <(v), GDG). 

Gadi) 设 E 是 任意 内 射 右 A, AQ 是 余生 成 元 , MAE 
合 列 O>E>Q', 这 里 了 是 指标 集 . AF ERA, 这 个 序列 是 分 裂 正 
合 的 , 因此 Q'=EQOE'. 4 BAER f g HARA 4A- 模 , 由 于 有 

Tor4(Q’.B)Tor4(E,B)@Tor4(E' ,B), 
因此 r. FGT-fd,E<r. FGT-fd,Q. 所 以 G) 志 Gii)， 

(iii) 二 (iv) SS RRA ARB ST 内 单纯 模 的 不 可 缩短 的 
代表 集 , Q= |] ,.,E(S), ES) BAS HAHA, UW QB eS 
的 一 个 内 射 余 生成 元 . 设 B EFE fg 半 自 反 左 A- 模 , 因 A 是 左 - 凝 
RH, B 为 f.p. 的 , 故 得 
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Tort ( || ,ECS),B) = TT Tor (ECS),B). 
若 了 是 任意 一 个 单纯 右 AR. DAE SEZ, EG S=T. 因此 
E(T)E(S). PRVA Gii) = Gv). 
(W=G) 设 4 是 任意 左 4- 模 , Hl. FGT-fd,A<œ. HABE 
-凝聚 环 ， 故 由 命题 5. 6. 11 得 
1. FGT-Id,A=r. FGT-fd,A?t. 
sup {l. FGT-Id,A| AE @4, H 1. FGT-fd,A<co} 
=sup (r. FGT-fd,A~ | AC @4, H 1. FGT-fdsA<oo}. 
AA 是 左 天 -凝聚 环 ， 故 由 定理 5. 6. 16(ii) 知 Ci) 一 (v). 
GOs< (ii) RE 是 任意 内 射 右 AR. 已 是 任意 fg. 半 自 反 左 A- 
模 . 因 4 是 左 rR, BA Ip. a. 
“. Tor’(Hom,(A,E),B)2Hom,(Ext)(B,A),E), 
Tori (E, B)=Hom,(Exti(B, A), E). 
如 果 Ext, (B, A) =0, BRA Torf (E, B)=0. $k r. FGT-fd < 
1. FGT-Id,A. FÆ GKI). 
综合 以 上 讨论 知 ()= Gi) = Gii) = (iv) = (v) = (vi). 
推论 5.6.18 i AEA cr HRRH, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) A 是 右 GIF- 环 ; 
Gi) 4 是 左 自 FGT- 内 射 的 ; 
GD gi 中 每 个 内 射 余 生成 元 是 FGT- 平 坦 模 ; 
Gv) Ci 中 每 个 单纯 模 是 FGT- 平 坦 模 ; 
(v) Ei 中 每 个 FGT- 平 坦 维 数 有 限 的 模 是 FGT- 内 射 模 ; 
(vi) Ei 中 每 个 平坦 模 是 FGT- 内 射 模 . 
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半 局 部 环 上 的 模 及 其 同调 性 质 


在 1.6 节 中 , 我 们 介绍 了 半 局 部 环 , 本 章 将 进一步 讨论 半 局 部 环 
上 模 的 同调 维 数 的 性 质 , 给 出 同调 维 数 的 计算 法 则 和 环 的 结构 性 质 的 
同调 特征 , 将 拟 局 部 环 和 局 部 环 的 一 些 主要 结果 推广 到 半 局 部 环 . 

在 本 章 里 ,所 指 的 环 仍 是 有 单位 元 1 的 结合 环 ，v 表示 环 的 
Jacobson 根 .其 他 符号 如 果 没 有 特别 说 明 , 均 与 前 面相 同 . 


6.1 Noether 半 局 部 环 的 同调 性 质 


首先 , 我 们 介绍 Noether 半 局 部 环 上 模 的 同调 维 数 计算 公式 . 
引 理 6.1.1 设 A 是 左 Noether 环 , 4 是 fg. 左 4- 模 , n 是 非 负 
整数 ， 则 1 pdhA<Cn 当 且 仅 当 对 任意 {f. g £ AJ- B, EA 
Ext'!(A,B) =0. 
证 明 #1 pduA<n, 则 显然 有 
Ext"!(4,B)=0.V f.g. £ A/J-# B. 
RIR, Mn 作 数 学 归纳 法 . 若 n==0, 考虑 左 A- 模 正 合 列 
0 —+K —>F —+A—>0, (1) 
HPF EL g 自由 模 , KK 是 f.g. 的 , 则 又 得 正 合 列 
0 —>Hom, (A, K/JK)—>Hom4(F,K/JK) 


S Homi (K,K/JK)—Ext}(A,K/JK). 
Al K/JK # f.g. Æ A/J-&. i Exth(A,K/JK)=0. 于 是 知 g = 
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Hom,(¢,K/JK) ERAS. 因此 对 于 F 
自然 同 态 f:K>K/JK, 必 存 在 A- 同 | 
Sg: F>K/JK, fife f=ee. 但 F vi E 
是 自由 模 , 考虑 右 图 ,其 中 行 正 合 ， ! 
因而 存在 ATA y:F 一 K, 使 得 + J 
g= fy. 
S=ge= (fb e=f Yo». fA — yp) =0. 
&h=1—¢9. A fh=f—dge)=0, RACK)CKerf=JK. FEIK 
=y K)+h(K)=y¢o(K)+JK. BÆ h Nakayama 引 理 知 KKK. Pi 
WU K=p K). 因此 ge: KK 是 满 同 态 , A K 是 Noether 模 . 故 go 
是 天 的 一 个 自 同 构 . 从 而 序列 (1) 是 分 裂 正 合 的 . 所 以 4 是 投射 模 ， 
即 1. pds4 二 0. An>0, HES fg. £ AJ- B, 则 由 (1) 得 正 合 列 
Exti (F, B)—>Exti(K ,B)=Exti! (A,B). 

因 Ext (F, B)=Exty (A, B)=0, a Exti(K,B)=0. 由 归纳 法 假设 
All. pd K<n—1. 因而 由 (1) 得 1.pdsA&n. 

定理 6. 1.2 设 A 是 左 Noether 半 局 部 环 , 4 Æ f.g ZA, W 
下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) l. pdsA<n; 

Gi) 1. fd,A<n; 

Gi) Ext® (A, A/J)=0; 

Gv) Tort.,(A/J,A)=0. 

证 明 首先 , 由 命题 2.5.4 知 1.pdi4=1.fdi4. 因此 Dodie 
成 立 的 . 

Medi) 显然 (全 (ii) 成 立 . 反 过 来 , 因 4 是 半 局 部 环 , HB 
Æ f. g. Æ A/J- 模 , W BOB = A/D”, 其 中 m 是 一 个 正 整 数 ,，B' 
是 一 个 左 A/J- 模 . 于 是 得 

Ext; (A, B)@Ext)7!(A,B') 
=Exti (A, B®B' )=Ext (A, (A/J)™) 
=(Exty'(A,A/J)] =0. 
因此 Ext (A, B)=0. 故 由 引 理 6.1. 1 得 1. pda4<n. 
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GDedy) AGSGDESHH. MGD> Gv Mw. 反 过 来 ， 
A A/J EPAR, 故 仿照 定理 2.2.7 的 证 明 方 法 ,由 Tor4 (4/J ,4) 
一 0 便 可 推 得 Ext**'(A4,A/J)=0. 

推论 6.1.3 TAA Noether 半 局 部 环 , 4 是 f.g. 左 AK. Ml 
下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(i) 4 是 投射 模 ; 

Gi) A 是 平坦 模 ; 

Gii) Exth(A, A/J)=0; 

(iv) Tort(A/J ,A)=0. 

证 明 由 定理 6.1. 2 直接 推 得 . 

现在 讨论 Noether 环 的 整体 维 数 . 

定理 6.1.4 (G) 设 A 是 左 Noether 半 局 部 环 ， 则 

l. gl. dimA=W. gl. dimA=r. {fds(A/J)=1. Id4 (4/2). (2) 

Gi) 设 A 是 左 、 右 Noether 半 局 部 环 ， 则 

l.gl.dimA =W. gl. dimA=r. pda(A/J7)=r. {dalA/7) 

=1.1da(A/J)=r. gl. dimA=l. pds(A/J) 
=|. fds(A/J)=r. Idy(A/J), (3) 
并 且 
l. gl. dimA<n SExt(A/J,A/J)=0 
Torf (A/J,A/J)=0. (4) 

证 明 G) 首先 ,由 定理 3. 2. 2,78 1. gl. dimA=W. gl.dimA. 现在 
证 明 l. gl. dimA=1. Ida A/J). & 1. Idyg(A/J) =n, 则 对 任意 fg. £ 
4- 模 4, BA Ext! (A, A/J)=0. 由 定理 6.1. 2 知 , l. pdsA<n. 于 是 
又 由 定理 2. 3. 2 1. gl. dimA=1. Id,(A/J). 再 应 用 推论 2. 2.8 得 
1. Id,(A/J) =r. fdaCA/J). 因此 (2) 式 成 立 . 

Gi) 因 A 是 左 、 右 Noether 环 , 故 由 命题 2. 5. 4 得 |l.fd4(A/J7)= 
1.pds(A/J) yx. fdaCA/J) =r. pd (A/J). 再 由 人 便 知 等 式 (3) 成 立 ， 最 
后 应 用 定理 6. 1. 2 知 (4) 式 也 成 立 . 

推论 6.1.5 i AEZ. A Noether 半 局 部 环 , 则 下 列 陈述 是 等 
价 的 : 
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G) A 是 半 单 环 ; 

Gi) A Æ VN EMI; 

GD 每 个 左 ( 右 ) 单 纯 4- 模 是 投射 模 ; 

Gv) 4 是 左 ( 右 )SF- 环 ; 

(v) 4 是 右 ( 左 )V- 环 . 

推论 6.1.6 (i) 设 4 是 左 Noether 半 局 部 环 , 则 4 是 左 遗 传 环 
SAN BTRAK ABBE PH RS] 是 平坦 右 A- 模 . 

Gi) 设 AEA. A Noether 4 RH, 则 4 是 左 遗 传 环 优 4 是 右 
遗传 环 仿 4 的 每 个 极 大 左右) 理想 是 投射 模 护 每 个 极 大 左 ( 右 ;理想 是 
FURST 是 投射 左 ( 右 )A- 模 , 

WA O 设 m 是 A 的 任意 极 大 右 理想 ,于 是 得 正 合 列 0 一 mm 一 
4 一 人 4 人 /1 一 0. 由 定理 2. 2.2 Hl, r. fdy( A/m) <1 +r. fdam. 同 理 ， 
r. fda(A/J)S1 +r. fda. 再 由 定理 2. 3.13 和 定理 6. 1.4(i), 便 知 结论 
GOR. 

Gi) 类 似 地 应 用 定理 6. 1.4Gi), 便 知 结论 也 成 立 . 

下 面 , 我 们 进一步 应 用 同调 维 数 刻 划 交换 Noether 半 局 部 环 的 结 
构 性 质 . 

定理 6.1.7 设 4 是 交换 Noether 半 局 部 环 , H gl. dim4< cc， 
则 4 是 有 限 个 唯一 分 解 整 环 的 直 和 . 

证 明 首先 , 由 定理 1. 6. 16 得 

4 一 4 中 4 中 … 中 4， 
这 里 每 个 A 是 不 可 分 的 半 局 部 环 . A gl. dim4<coe , 故 gl. dim 人 <cc， 
ln. 并且 由 定理 1. 6. 15 知 , 每 个 不 可 分 半 局 部 环 4 是 FP- 环 ， 
即 A, 是 有 限 整体 维 数 的 Noether FP- 环 ， 因 而 由 推论 4. 5.3 知 , 每 个 
A, 是 唯一 分 解 整 环 . 

这 个 定理 包含 了 Auslander-Buchsbaum-Nagata 定理 . 

推论 6. 1.8 设 A 是 交换 Noether 不 可 分 半 局 部 环 ， 且 
gl.dim4 一 1, 则 4 是 主 理想 整 环 . 

证 明 设 7 是 4 的 任意 理想 , 则 由 gl.dim4=1 知 了 7 是 投射 A- 模 . 
但 4 是 不 可 分 半 局 部 环 ， 故 由 定理 1.6.15 知 了 是 自由 模 . 再 由 定理 
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6.1.7 知 4 是 整 环 . 因而 了 是 主 理想 . 故 A 是 主 理想 整 环 . 

推论 6.1.9 设 4 是 交换 Noether 半 局 部 环 , 则 4 是 遗传 环 当 且 
仅 当 A 是 有 限 个 主 理想 整 环 的 直 和 . 

证 明 若 A 是 遗传 环 , 则 由 定理 2. 3. 13 Al gl. dim4 委 1. 故 由 定 
理 6.1.7 知 , A 是 有 限 个 整 环 的 直 和 , 且 每 个 整 环 的 整体 维 数 三 1. 于 
是 根据 推论 6.1.8 知 , A 是 有 限 个 主 理想 整 环 的 直 和 . 

反 过 来 , FA=A OA OA, 其 中 每 个 A 是 主 理想 整 环 ， 则 
因 gl.dimA<1,1<i<n. 故 gl.dimA<1. 因此 4 是 遗传 环 ， 

我 们 知道 当 A 是 交换 Noether 局 部 环 时 , 由 3. 5 节 (1) 式 得 

f. gl. dimn4 一 Codhs4 委 KZ4 委 Vd4 魏 gl. dimA. 

对 于 半 局 部 环 的 各 种 维 数 也 可 以 作 相 应 的 比较 . 

EM 设 A 是 任意 交换 环 , 记 dimA==sup{n| PoCPiC…CP, 是 
4 中 素 理想 严格 升 链 } ,并 把 它 称 为 环 4 的 Krull ER. 若 这 样 的 最 大 
值 不 存在 ， 则 规定 dimA=co, 

若 A 是 交换 Noether 局 部 环 ,， 则 dimA=KdA. 

定义 设 4 是 任意 交换 环 , P 是 环 4 的 素 理想 , 则 形 如 PLCP, 
CCP, =P HA 中 素 理 想 链 的 长 度 m 的 最 大 值 称 为 P 的 高 , 并 表 
RIR ACP). 

设 A 是 任意 交换 环 , IE 4 的 理想 , P 是 素 理想 , PDI 并且 
当 PDP'DI 时 , 这 里 P' 也 是 4 的 一 个 素 理 想 , 则 必 有 PHP’. 此 时 
PP ARI EMA) RA. 

下 面 ,A 始终 表示 交换 Noether 半 局 部 环 . 

Krull 定理 ik A 是 交换 Noether 环 , 了 是 4 的 真理 想 , 并 且 , 7 
En 个 元 素 生成 的 , 则 任何 7 上 的 极 小 素 理想 的 高 委 x( 文 献 [L44])， 

定理 6.1.10 设 A 是 交换 Noether 半 局 部 环 ,z=!(J/. 闫 ) 是 半 单 
纯 模 1/7? 的 长 度 ， 则 

dimA<n. 

证 明 #J=0, 则 A 是 有 限 个 域 的 直 和 . 因而 dimA=o0. 

GIA0, 设 m 是 A 的 任意 极 大 理想 , 则 显然 m 是 了 上 的 素 理 想 . 
E P 是 A 的 素 理想 , 且 m2PƏJ, WA A/P=CA/))/(P/D RBH, 
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而 A/J 是 有 限 个 域 的 直 和 , 故 A/P 也 是 域 , 即 P 是 极 大 理想 . Mim 
=P. 于 是 知 m AST 上 的 极 小 素 理想 . 根据 Krull CH, 仅 需 证 明 J 
是 由 x 个 元 素 生 成 即 可 . 

因为 mn 是 A/J- 模 J/J? 的 长 度 , MAJI =D AD AE 
EJ. $ A= > Ax, WAP =J. 考虑 B=J/A, 它 是 1.g. 的 
4- 模 , H JB=B. 由 Nakayama 引 理 知 B=0, 即 J== >)" Az. 

命题 6.1.11 设 A 是 交换 Noether 半 局 部 环 ， 则 

gl. dimA, 
f. gl. dimA<CodhsA<dimA< | (5) 
ICJ /J?), 
这 里 Codh,A=sup (m-Codh,A]V¥ mE Max(A)}, 而 m-Codh, A 是 在 极 
大 理想 m 中 极 大 A- 序 列 的 长 度 . 

WEAR 设 A4 是 f.g. 的 A 模 , H pduA<oo, WEH 3.1.7 4% pdid 
= sup {pda (An) Y mE Max(4)}. MA A, 是 交换 Noether 局 部 环 ， 
故 根据 定理 3. 4. 5 知 pda (An) < Codha, Am. 但 Codh,A = 
supCodha, Aw» 因此 有 

Pd,A<Codh,A. 
FÆ f. gl. dimA<Codh,A. 

对 于 A 的 任意 极 大 理想 m, A, 是 交换 Noether 局 部 环 ， 故 
Codhy,, An <dimA,,. 而 dimA = supdimA,, 因此 就 得 到 Codh,A< 
dimA. 

最 后 ， 因 A, 是 交换 Noether 局 部 环 ， 故 dimA,<gl. dimA,. 又 由 
定理 3. 2. 9 知 gl. dimA=supgl. dimA,,, W dimA<gl. dimA. 再 根据 定 
理 6.1.10 就 得 dimAU(J/J"). 

当 4 具 有 有 限 整 体 维 数 时 ， 由 (5) 必 有 

f. gl. dimA=Codh,A=dimA=gl. dimA, 
但 是 未 上 必 有 等 式 gl. dimA=/CJ /J"). 

若 4 是 交换 Noether 局 部 环 , 则 由 定理 3. 5.5 和 定理 3. 5.6 知 ， 
4 是 正则 局 部 环 当 且 仅 当 gl. dimA=VdA. ME, 我 们 把 这 个 结论 推 
广 到 半 局 部 环 . 
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定理 6.1.12 . 设 A 是 交换 Noether ¥ RBH, Mj gl. dimA= 
IJJ RAK AsL DORO OF. 这 里 A 是 正则 局 部 环 ， 且 
gl. dimA,=gl. dimA, F;1<i<n) it (ME F;=0). 
证 明 # gl. dimA=/(J/J"), Wl gl. dimA<co. 因而 由 定理 6.1.7 
知 A=A,DALDDOA,, 这 里 每 个 A 是 唯一 分 解 整 环 . I, A W 
Jacobson #8, 1Xi<n, WelCI/I?) =L AJ) HL/JJ) 十 … 十 
lJ,/J?). 而 gl. dimA= sup gl. dimA;, 不 妨 设 gl. dimA=gl. dimA,. Ml 
由 命题 6.1.11 可 得 gl.dimA,=dimA,</U,/J%). 于 是 便 有 
gl.dimA, =gl. dimA=1(J/J°) 
=1 (J /JÐ 1(T2/7T3) 
tee HS, / TOUS J). 
IJa /J = =10,/J2)=0, gl. dimA, = ,/J?). 
根据 Nakayama 引 理 推出 J;=0.2<i<in. 从 而 A BRM, 2i<n. 综 
合 以 上 讨论 得 ASADO DF. HPF, BR, A 是 半 局 部 整 环 ， 
且 
gl. dimA, =gl. dim A<. 
现在 证 明 A 是 局 部 环 . 为 方便 起 见 , 用 R 表示 hi, J RAI. 并 
且 设 momom 为 它 的 全 部 极 大 理想 . 
设 尺 是 RR 关于 J 的 完备 环 , 则 R/JSR/J. 而 R/J 是 半 单 环 ， 故 
Jİ EET R H Jacobson R. (A J/CRadR, FRL J Æ R W Jacobson 
根 . 
设 S 是 任意 单纯 R- 模 , 则 S 衬 R/m, m 是 R 的 某 个 极 大 理想 . 因 
为 完备 函 子 4 一 4 Ef. g. R- 模 范畴 到 RR- 模 范畴 的 正 合 函 子 , 所 以 有 5S 
=R/m XAJ m 是 R 的 极 大 理想 ， 所 以 S 是 单纯 R- 模 再 由 
I/)* S/F, 得 1(J/J?)==1(j/j?*). 另 一 方面 , 还 有 gl. dimR = 
gl. dimR, Wifi C/I =J) =gl. dimR=gl. dimR. MRER,,,O 
OR, 根据 上 面 的 讨论 ,上 式 中 除 一 项 ,不 妨 说 是 R. 外 , 其 余 都 是 
R. 对 任意 KIKE, Omi), SE Omi)», ]> =0+ Bm), =0. RARE 
EI, 故 这 是 不 可 能 的 . 所 以 m= + =m,=0, R 是 局 部 环 . 
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反 过 来 , HA=AOF.O-OF,, A 是 有 限 整 体 维 数 的 交换 
Noether 局 部 环 , ERIS Sn), MERA LCS/S*) =m /m) = 
gl.dimA,=gl. dimA, m, 是 A, 的 唯一 极 大 理想 . 

最 后 , 我 们 构造 一 个 半 局 部 环 的 例子 . 

命题 6.1. 13 Bion 是 两 个 自然 数 ， 则 可 以 找到 一 个 不 可 分 的 交 
换 Noether 半 局 部 环 4, 满足 :(i)4 恰 好 有 + 个 极 大 理想 ;(ii) gl. dimA 

证 明 设 C 是 复数 域 ， A 二 CL ,Xo，… ,Xj 是 系数 在 C 上 的 nn 个 
未 定 元 的 多 项 式 环 . 由 定理 2.3.11 知 gl.dimA=n. 而 gl. dimA = 
sup igl. dimA„ Y mmEMax(4))， 因 此 存在 极 大 理想 使 得 
gl. dimA,, =n. 

又 因为 C 是 代数 闭 域 , 所 以 4 的 每 个 极 大 理想 具有 形式 
(一 0 一 aaiEC. 特 别 地 ,一 (zl 一 allyzrz-ai 9 Enan). 

令 my= (a-ay- foley trays Enan) IRR. AC 是 复数 域 ， 
故 mi 委 j 委 六 是 4 的 上 个 不 同 的 极 大 理想 E 

S= {flare stn EA flan tj lans sam) E0 ISS}, 
显然 S 是 A 的 包含 1 而 不 包含 零 的 乘法 闭 集 . RS,=A\m, 是 对 应 于 
my 的 乘法 闭 集 ， 易 知 SSES. 因而 As = CAs) s,/55 亦 即 Am = CAs is, ’S) 
(文献 [44] 命 题 7. 4). 

令 R=4, 则 尺 满 足 我 们 的 条 件 . 

首先 , 因为 A 是 Nother #H, 所 以 RR 是 不 可 分 环 . 由 引 理 3. 2. 8 
得 

n=gl.dimAzgl. dimAs>gl. dim (As)s,s=8gl. dimAs =n. 

其 次 , R 的 极 大 理想 个 数 等 于 4 中 关于 3 门 已 = 更 的 素 理 想 已 的 
极 大 元 的 个 数 . 易 知 S== 门 ;-1(A-mj). 若 4 的 素 理 想 P 关 于 PMS= 人 B 
ERAT, M P 生 (4 一 S)==U;-imj. 由 此 对 某 个 j ,Pmj. 但 显然 
mj 门 S 二 ,所 以 由 P 的 极 大 性 知 卫 ==mj. XH, R 有 且 仅 有 zt 个 极 大 

综合 以 上 讨论 , R=A 有 且 仅 有 上 个 极 大 理想 ,并 且 它 的 整体 维 
数 等 于 n, RUE Noether 不 可 分 的 半 局 部 环 . 
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6.2 半 局 部 环 的 全 维 数 


Auslander-Buchsbaum 定理 告诉 我 们 , 正则 局 部 环 上 f.g. 模 的 投 
射 维 数 与 余 同 调 维 数 之 和 必 等 于 环 的 整体 维 数 . 这 个 定理 对 于 一 般 有 
限 整 体 维 数 交 换 Noether 半 局 部 环 是 不 成 立 的 . 本 节 主 要 给 出 这 个 结 
论 在 半 局 部 环 上 成 立 的 充 要 条 件 . 

下 面 ,A 始终 表示 有 限 整体 维 数 交 换 Noether 半 局 部 环 , 简称 正 
则 半 局 部 环 , momocom 是 它 的 所 有 极 大 理想 , J 是 A Jacobson 
根 , 所 有 的 ARE f g. 的 . 

i A AR, H m-Codim, A 表示 在 m PRK 4- 序列 的 长 度 ， 
并 记 Codim,A= sup mi-CodimaA. 

设 Am, 上 是 yj 中 极 大 4- 序 列 , $ AnS A/s pttp) A, 
Aw=A, Awj=A/ Cas pest MA, Aw =A 0S, M 

pda Ao tCodima,, Ag = pda A p HCodima Aw 0S KISS. (1) 

定义 (1) 中 的 共同 值 称 为 4 的 次 全 维 数 ， 记 为 ptdA, 而 把 
sup ptda4 称 为 环 A 的 全 维 数 , 记 为 Tt. dima, 

车 4 是 正则 局 部 环 ， 则 Codim,A RHE 4 的 余 同 调 维 数 , FA 
t.dimA=gl. dima. 

命题 6.2.1 设 4 至 少 含 有 两 个 极 大 理想 , H 

gl.dimA=gl. dimA,, >gl. dimA >-+- gl. dimA,,, 

则 t.dimA=gl.dimA+gl. dimA,,,. 

WEAR 设 4 是 f.g. A. 

GD X Codim,, An >gl. dimA. AY, 由 定理 3.1.7 知 pdsA4= 
sup pda, An, 若 pdsA=pds, A,,, + WU 

ptd,A =pd,A+Codim,A 
一 Pd An, + sup m; —Codim,A 
= Pda, Am, + sup Codima, Am; 


Ic 


207 


A A,, 是 正则 局 部 环 ， 故 Codima A» <gl. dimA,,. 又 因 Codima， An, > 


gl.dimA,,. #48 
sup Codim,, Am, =Codim,, Anm- 
i 1 


igi 
ptd,A =Pda, An, +Codima, Am, 
<el. dimA,, <gl. dimA,, +g. dimA,,, 
=gl.dimA+gl. dim A,,,. (2) 
# pd, A= sup pda, An, =Pda, An GAL)» SUE 
ptd,A =pd,A +CodimsA=pda, A,,+Codim,A 
<gl. dimA, +Codim,A<gl. dimA,+Codim,A 
<gl. dimA,,, +Codim,, An, <gl. dimA,,, +gl. dimA,,, 
=gl.dimA+gl. dimA,,,. 
故 (2) 式 仍然 成 立 . 
GD) 当 Codima, An, <gl. dimA,,, 时 , 则 有 Codim,A<gl. dim4。. 
从 而 得 
ptd,A=pd,A+Codim,A<gl. dimA+gl. dimA,,,. 
R, 总 有 ptd,A<gl. dimA+gl. dimA,,. 于 是 由 4 的 任意 性 及 
t. dimA 的 定义 , 便 得 t. dimA<gl.dimA+gl. dimA,,,. 
其 次 , $ A=ADA/m,, FR 
pdaA=pda(A/mi)=gl. dimA,, =gl. dimA. (3) 
又 ” An, = Am, DCAM im, = A,,, 
Codim,A = sup Codima, Am,2Codims, An, 
=Codim,, An, =gl. dimA,,,. 
于 是 ptdsA=pdsA+Codim,ASgl.dimA+gl. dim4。. 
因此 t. dim4 之 gl dim4 十 gl.dim4。. 
综合 以 上 讨论 ， 即 得 tdim4=gl.dim4 十 gl dimA,,. 
推论 6.2.2 t.dimA>gl.dimA 当 且 仅 当 A 至少 有 两 个 极 大 理想 
mim, [Ë gl. dimA,,, > 0 和 gl. dimA,,>0. 
证 明 若 4 有 两 个 极 大 理想 msm, fi gl. dimA >0 和 
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gl.dimA,, >0, APE gl.dimA, >gl.dimA,,, 则 由 命题 6. 2. 1 的 证 
明 得 
t.dimA2gl.dimA+gl. dimA,, >gl. dimA. 

反 过 来 , 若 4 只 有 唯一 极 大 理想 , 则 4 是 正则 局 部 环 . 因而 对 任 

E f. g. AKA BA 

ptd,A=pd,A+codim,A<gl. dimA. 

于 是 t.dimA<gl.dimA. 这 与 t.dimA>gl. dimA FE, 因此 可 以 假定 
4 至 少 有 两 个 极 大 理想 . $ mesm 是 A 的 全 部 极 大 理想 , 不妨 设 
gl. dimA,, gl. dimA,, > >gl.dimA,,. #el.dimA,,=0, 则 由 命题 
6. 2.1 可 得 t. dimA=gl. dimA+gl. dimA,, =gl. dimA, 这 与 t. dimA> 
gl.dimA 矛盾 ， 所 以 gl.dimA,, >0. 因此 , 4 至 少 有 两 个 极 大 理想 m, 
m+ ÎE gl.dimA,, >0 和 gl. dimA,,<gl. dimA,, . 

JE 6.2.3 t.dimA=gl.dimA 当 且 仅 当 A=AOF:O-OF,, 
其 中 每 个 F; 是 域 ，4 是 正则 局 部 环 , A gl. dim4o 一 gl. dimA. 

证 明 HF 4 只 有 唯一 极 大 理想 , 则 由 定理 3. 4. 8 便 知 结论 成 立 ， 

下 面 设 4 至 少 有 两 个 极 大 理想 ， 

AA 是 正则 半 局 部 环 , 故 由 定理 6. 1.7 得 A=A,OA,O+-OA,, 
这 里 A, 是 正则 整 环 , 0 二 i 二; A gl. dimA= max gl. dimA;, 不 妨 设 
gl. dimA=gl. dimAp. 

如 果 t.dimA=gl.dimA, iE A 是 局 部 环 . GA 不 是 局 部 环 ， 
N Ay 至 少 含有 两 个 极 大 理想 . 设 mi? m3? om? EA, 的 全 部 极 大 
理想 ， 且 gl. dimA, = gl. dim (Ay), > gl. dim (A Jn? >e > 
gl. dim (A). 由 命题 6. 2.1 得 

t.dimA,=gl. dim4o 十 gl. dim (Apn. 
若 gl.dim(Ay),2 >0, MW m =m" DAD OA 是 4 的 一 个 极 大 理 
想 , H 
gl. dimAw =gl. dimCAo) nin Kgl. dim (Ap), =gl. dimA,, 
其 中 m=m OAA DA. 又 由 命题 6. 2.1 得 

t.dimA gl. dimA+ gl. dimA,, 
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=gl.dimA+gl. dim(A,),,2 >gl. dimA. 

这 与 t.dimA=gl.dimA FJA., $ gl. dim C Ao mn? = 0. XA CAp) ni? ETE 
MER, BCC Ag) 2 FE. FENE ne? = 0. 这 样 ,对 vem? A ys 
0， 必 存在 uG ms, 使 得 uy=0. 这 与 4 是 整 环 矛盾 , 所 以 A 是 局 部 
环 . 

其 次 , GAGS ORR. AA 是 局 部 环 , 且 A 至少 有 两 个 极 大 理 
想 , Mh s>0. HA 不 是 域 , 则 因 A, 是 整 环 , 故 知 gl. dimA,>0. Km; 
是 A, 的 一 个 极 大 理想 , 使 得 gl. dimA,=gl. dim(4 Dw, Mj m’ =A 
mOAD DA 是 4 的 一 个 极 大 理想 . 令 m 是 A 的 唯一 极 大 理想 ， 
M m=m AD -DA 也 是 4 的 一 个 极 大 理想 . 因为 

gl. dimA,, =gl. dim(A,),, 一 gl.dim4<gldim4 
=gl.dimA,=gl. dim(A)),, =gl.dimA,,, 
所 以 由 命题 6. 1. 1 得 
t.dimA 之 gl.dm4 十 gl.dim4 =gl.dimA+gl. dimA, 
>gl. dimA. 

这 与 t. dimA=gl. dim4 了 矛盾 ,因此 A, 是 域 . 同 理 , 可 以 证 明 A,,… A, 
也 是 域 . 

有 反 过 来 , E m 是 Ay 的 唯一 极 大 理想 , 则 mo = mF O ODF, 
m=NOF OOF OF ana DADES SE 4 的 全 部 极 大 理 
想 . 由 命题 6.1.1 得 

t. dimA=gl. dimA+0=gl. dimA. 

定理 6. 2. 3 给 出 了 Auslander-Buchsbaum 定理 在 正则 半 局 部 环 
成 立 的 充 要 条 件 . 

下 面 三 个 定理 解决 了 tdim4=1,2,3 的 正则 半 局 部 环 的 结构 .这 
E, 我 们 仅 给 出 其 结果 , 而 详细 证 明 可 参考 文献 [105]. 

定理 6.2.4 t.dimA=1 4A(4 ASADO OF., 其 中 A, 
是 正则 局 部 主 理想 整 环 , 但 A PER, FOSS OER. 

定理 6.2.5 t.dimA=2 当 目 仅 当 4 是 下 列 情形 之 一 : 

G) 4 一 4 由 局 中 … 人 中 下 ， 其 中 Ao 是 整体 维 数 为 2 的 局 部 环 ， 
F, GSIS oh; 
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Gi) 4 是 有 限 个 主 理想 整 环 的 直 和 ,并且 至 少 有 两 个 极 大 理想 
mom, 使 得 gl. dimA,, =1,7=0,1. 

定理 6. 2.6 t.dimA=3 当 且 仅 当 4 是 下 列 情 形 之 一 : 

G) AADF O OF, 其 中 A 是 局 部 环 , gl. dim4 = 3, 
FOSSEM; 

Gi) A=A OA O:@OA,, HH Ay 是 正则 整 环 ,gl. dimA,=2, A; 
太志 四 是 主 理想 整 环 , HEHE, BDA AGSD AEM. 

最 后 , 我 们 进一步 讨论 t. dimA=2 WH A 的 性 质 . 

命题 6.2.7 t. dimA=2, 且 4 有 两 个 极 大 理想 mm, 使 得 
gl.dimA,,, >0. gl.dimA,,>0, 则 4 和 它 的 完备 环 4 都 是 主 理想 整 环 
的 直 和 . 

证 明 不 妨 设 gl. dim4。 >gl.dimA,,>0, Hi Aral 6. 2. 1 得 

2=t. dimA 之 gl. dimA+ gl. dimA,, >gl.dimA 
>gl. dimA,, >0. 
所 以 gl. dimA=1. 又 由 推论 6.1.9 知 , 4 是 有 限 个 主 理想 整 环 的 直 
fl. 另外 , 4 也 是 正则 半 局 部 环 , H t.dimÂ=t.dimA=2. ik mom, 
ym. 是 A 的 全 部 极 大 理想 , 则 A=A,O--@OA,. 因为 (Gm) 是 An, 
的 唯一 极 大 理想 ，(xm;), 是 A,, 的 唯一 极 大 理想 , 所 以 
m' = Mm, DAn, Pe" DAn, > 
m" = Ån Dm) DA Do DÂN, 
是 A 的 两 个 极 大 理想 , 并 且 适 合 
gl. dimA,, =gl. dim (Ån, oi.) =e). dimA,, 
=gl. dimA, >0, 
gl. dim A =gl, dim (Ån, cin, =gl. dimÅn, 
=gl. dimA,,>0. 

又 因为 t. dimA 二 2， 所 以 由 命题 6. 2.1 gl.dimA=1. 从 而 由 推论 6. 
1.9 知 4 是 有 限 个 主 理想 整 环 的 直 和 . 

命题 6.2.8 设 4 是 正则 半 局 部 环 , 且 是 主 理想 环 . 若 4 有 两 个 
mK Ht m 和 mr:， 使 得 gl. dimA,, > 0, gl. dimA,,, > 0, 则 
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t.dimA=2. 
证 明 首先 , A 是 有 限 个 整 环 的 直 和 . 但 4 是 主 理想 环 , 因此 A 
是 主 理想 整 环 的 直 和 . 于 是 得 gl. dim4 委 1. MAW gl.dimA, >0, 所 
以 gl. dimA, =1. 同样, 也 有 gl. dimh =1. $k gl. dimA,,< 
gl. dim4 =gl.dimA. 继而 由 命题 6. 2. 1 可 得 
t. dim4 之 gl. dim4 十 gl. dimA,, =1+1=2. 
但 t.dimA<gl.dimA+ gl. dimA=2, & t. dimA=2. 


6.3 凝聚 半 局 部 环 的 同调 维 数 


在 第 四 章 里 ,我 们 讨论 了 凝聚 局 部 环 ， 上面 两 节 又 介绍 了 
Noether 半 局 部 环 ， 从 本 节 开 始 , 我 们 将 作 进 一 步 推广 ,研究 凝聚 半 
局 部 环 及 其 模 的 同调 维 数 . 这 节 里 , 首先 讨论 这 类 环 的 同调 性 质 , 特 
别 是 一 些 计算 维 数 的 基本 法 则 . 

首先 , 我 们 介绍 有 关 非 交换 凝聚 半 局 部 环 维 数 的 一 个 重要 定理 . 


引 理 6.3.1 设 4 是 任意 环 , 4 是 f.p. 左 A- 模 ， 0 Kk_/ Pp 


~,4 一 >0 是 正 合 列 , KP, NK Æ fg 的. 
证 明 因 A4 是 f.p. 左 A 模 , 故 有 A- 模 正 合 列 
0—>H—>F— A—>0, 
其 中 下 是 f.g. 自由 模 , 五 是 {.g. 的 . 考虑 下 面 的 交换 图 
0 —+H —F +A —>0 


rt 
0 —K —+P +4 —+0 
这 里 14 是 恒 等 映 射 . 因为 g BHAA. FF 是 投射 模 , 所 以 存在 同 态 g: 
FP, 使 得 gy5 lav. 又 因为 gyu = lavu =0, 所 以 存在 同 态 9: 
H>K, 使 得 fo=du. 但 KP, ih ¢ BAA. 由 交换 图 (1) 知 ,yp 也 
EWES., 故居 = 二 p( 五 ) 是 f.g. 的 . 
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la (1) 


a EE EEE TE a aa 


引 理 6.3.2 RAR MBH, ARG. p. A AK, H 
Tor{(A/J,A)=0, M 4 的 每 个 满 自 同 态 是 自 同 构 . 

证 明 考虑 左 A- 模 的 正 合 列 

0-—K—>A—>A—>0, 

HP K =kerf. A f(JAYCIS(A)CIA, W :A/JA A/J4， 
7 十 JA 一 f(x) 十 JA 是 满 自 同 态 . 但 4= 4/J4 是 半 单 纯 模 ， 且 具有 有 
RKE, 因此 易 知 了 是 4 的 一 个 自 同 构 . 

对 任意 xEkerf, 因 f(x)==0 和 X=x 十 JA=0, 即 kerfCJA<A4， 
故 由 引 理 6. 3. 1 知 K=kerf Æ i. g. 的 . 

由 于 Torf(hA/J,A4A)==0,、 因此 得 下 面 交换 图 


f 
0 —+A/J®@sK 128 AJOA ISI A/IQ 4A 一 >0 


A/JA alsa 一 一 0 
其 中 行 正 合 , 垂直 映射 是 同 构 . 因此 ，1@f 是 一 个 自 同 构 和 
A/J@aK=K/JK=0. 最 后 , H Nakayama 引 理 得 玉 =0. 因而 了 上 是 4 
的 自 同 构 . 
引 理 6.3.3 设 4 是 半 局 部 环 , 左 A- 模 序列 
0—K +p 4.40 (2) 
正 合 , EPF Ef g 投射 模 , KÆ fp W. 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) TorA(A/J,A)=0,7=1,23 
Gi) Ext,(A,A/J)=0,i=1,2; 
GD A 是 投射 模 ; 
(iv) A 是 平坦 模 . 
WEARS Gi) 仿照 定理 2. 2.7 的 证 明 方 法 , 便 知 结论 是 成 立 
的 . 
2FGD>=GwW>G@), 显然 结 论 是 成 立 的 . 其 次 , 由 于 Gi) 和 (Gi) 是 
等 价 的 ,因此 我 们 仅 需 证 明 (ii) 推 得 ii) 成立. 
因 Exta(A,A/J)=0, 4G Exth(A,K/JK)=0. 从 而 由 (2) 得 正 
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合 列 
0~Hom,(A,K/JK)—-~Hom,(F,K/JK )->Hom,(K ,K/JK)—-0. 

(3) 

4u:K>K/JK 是 自然 同 态 ， 由 正 合 列 (3) 知 存在 同 态 v:F>K/JK, 

使 得 u=ve. XA u RASA 是 投射 模 , 故 又 存在 同 态 h:Ff 一 K， 

使 得 uh 一 v. 于 是 uhg 二 vg 二 xu, u(l 一 hg) 二 0. RF q=1—hg, M 1=q 

+hg 和 KK=g(K)+hg(K). W ug(K)=0, q(K)Ckeru=JKKK, tt 

根据 Nakayama 5/91} ke(K)=K., M hg 是 的 满 自 同 态 . 另外 ， 

由 (2) 可 得 正 合 列 

Tors (A/J,F)—>Tort(A/J ,A)—>Tort(A/J,K) 
—>Torf(A/J,F). 
因 Tor#(A/J,F)=Tor{(A/J,F)>=0, W 
Tort(A/J,K)2Tor?(A/J,A)=0. 
继而 根据 引 理 6.3.2 知 hg 是 天 的 一 个 自 同 构 . 因此 序列 O—K 


E.r 一 A 一 >0 是 分 裂 正 合 的 故 4 是 投射 模 . 

定理 6.3.4 KARR EMH, M 

G) L. fdaA =]. pd A Xn Tort, (A/J,A) =0,1=1,2,A 是 任意 
f.p. Æ 4- 模 ; 

Gi) W. gl. dimA=r. fdy(A/J) =I. Ida(A/J). 

WA (i) 因 A 是 左 凝聚 环 ， 4 是 {.p. 的 , 故 1.fdA=1.pds4. 
ŽB, #1. fd,A=l. pd ASn, MERA Tort.,(A/J,A)=0. 

反 过 来 , #n=0, WAABARBRH, HARE DH. 故 有 左 
A- 模 的 正 合 列 


0——K —F —A — 0, 
其 中 Ff 是 f.g. 自由 模 , K Ef p. H. A Tors(R/J,A)=0,1=1,2,K 
根据 引 理 6. 3. 3 知 A 是 投射 模 , 即 1.fdi4=1.pds4=0. 若 n 宇 1， 则 
BE 4- 模 正 合 列 
dẹ dy E 
0—>K, —>P, >P,- wees >P; >P, >A >0, (4) 


0 一 一 天， —>P, 一 一 也， 一 一 … 一 > 三， —>P, —A —0, (5) 
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0 —+K, — P, 一 一 天, —>0, (6) 

这 里 每 个 已 Ef g. RAR. K,=kerd, M K,=kerd,_, fi f. p. 的 . 4 
而 由 正 合 列 (4) 和 (5) 得 

Tora CA/J ,开交 Tor4 (4/7,4) 一 0， 

Torf(4/7 ,K2)=Tort,,(A/J ,A)=0. 
又 由 正 合 列 (6) 得 正 合 列 

Tor? (A/J , P )— Tori (A/J,K:)— Torf (A/J,K,). 

AA Tor? (A/J,P,) = Tor? (A/J,K,)=0, 所 以 Tort(A/J,K,)=0: 
再 根据 引 理 6. 3. 3 知 K BRR, FB 5) OT l. fd,A= 
l. pd,ASn. 

GD RrfdsA/D=n<o, IR 4 的 任意 f.g. 左 理想 , 由 定理 
2. 2.1 44 Torá (A/J,A/D=0,Y i21. 因 A/I Æ f.p. 的, RAG 
1. fdaCA/DSn. 但 4A 是 左 凝聚 环 , 因而 有 

W. gl. dimA=sup({l. fda (A/D) | V f. g. ZEH I} <n. 
i W. gl.dimA=r. fda(4/J). 最 后 , 因 A 是 半 局 部 环 , 故 由 定理 2. 2. 
7 可 得 W.gl. dimA=r. fd,(A/J) =I. Ida (4/J). 

由 定理 6. 3. 4, 可 以 直接 得 到 定理 6. 1. 4. 另外 , 左 Noether 半 局 
部 环 4 上 fg. 左 4- 模 4 是 投射 模 合 Torf(4/J ,A)=0SExti(A4A,A/ 
J)=0. 因而 由 定理 6. 3.4 又 可 以 推 得 定理 6. 1. 2. 

下 面 我 们 讨论 交换 凝聚 半 局 部 环 . 

命题 6. 3.5” 设 A 是 任意 交换 环 , A Ef g AK, 则 4 的 任意 
满 自 同 态 必 是 自 同 构 (文献 [75] 定 理 3. 6). 

命题 6. 3.6 设 4 是 交换 凝聚 半 局 部 环 , 4 Ef p ABM, MFA 
陈述 等 价 : 

G) Tor} (A/J ,A)=0; 

Gi) Ext,(A,A/J)=0; 

(iii) A 是 投射 模 ; 

Gv) A 是 平坦 模 . 

证 明 由 引 理 6.3. 3 的 证 明知 , 我 们 仍 仅 需 由 (ii) 推 得 (iii) 成 立 ， 
因 4 是 凝聚 环 ，4 是 f.p. A-R, 故 存在 4- 模 的 正 合 列 
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z f 
0 —>K -F —+4 —>0, 


其 中 Ff. g. 自由 模 ， K Ef. p. 的 . 由 Ext)(A,A/J)=0, 仿照 引 理 
6. 3. 3 的 证 明 方 法 可 知 , 存在 同 态 h: FK., E15 hg 是 天 的 满 自 同 
态 . 但 A 是 交换 环 , 根据 命题 6. 3. 5,hg 是 天 的 一 个 自 同 构 ， 因 此 序 


列 0 一 >K “+p 2-4 -0 是 分 弄 正 合 的 . 故 4 是 投射 模 . 


定理 6.3.7 设 A 是 交换 凝聚 半 局 部 环 ,， 4 Æ f.p. AM, m 
G) fdsA=pdsA<n 全 Tor4 (4A/J,A)=0 
SExty (A, A/J)=0; 
Gi) W. gl. dimA=fd,(A/J) =Id4(A/J). 
如 果 fg. 的 , 则 
W. gl. dimA=pd,(A/J) = fd,(A/J) =Id4(A/J). 
证 明 O 应 用 命题 6. 3. 6 和 仿照 定理 6. 3.4(i) 的 证 明 , 便 知 结 
论 成 立 . 
Gi)” 直接 由 定理 6. 3.4 可 以 得 到 Gi). 
推论 6. 3.8 设 4 是 交换 凝聚 半 局 部 环 ， 则 
G) 若 fda A/J) <, VA f. f. p. dimA=fdy(A/J) =Ida(A/J); 
Gi) ÆJ Æ f.g. H, H pda(A/J)<co, DA 
f. f. p. dimA=pdy(A/J) =fdy(A/J)=Ida(A/J). 
证 明 由 命题 2.5.8 和 定理 6. 3.7, 便 知 结论 (i) 成 立 . 至 于 结论 
(ii)， 由 (i) 知 它 成 立 是 显然 的 . 
推论 6. 3.9 设 4 是 交换 凝聚 半 局 部 环 , J Æ fg i, 4 是 {.p. 
4A- 模 . E asasta, 是 正规 4A- 序 列 ， 则 
pda[A/ (a; saz, "tse, )A]=pd,A +n. 
证 明 仿照 定理 3.4. 1 的 证 明 , 再 应 用 定理 6. 3.7 便 知 结论 成 


Mie 
现在 我 们 应 用 上 面 的 结果 , 研究 有 直 因 子 AJ 的 f.g. 模 的 同调 
维 数 问 题 . 这 里 称 模 B 是 模 4 的 直 因子 , 如果 ASBOC. 
引 理 6. 3. 10 设 A 是 交换 凝聚 半 局 部 环 , J 是 上 g. HW, A 
W. gl. dimA<oo, A 为 f.p. A- 模 . 
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O 4 A/J 同 构 于 4 的 子 模 , 则 W. gl. dimA=pdiA; 

Gi) Æ A/J 是 4 的 同 态 象 , 则 W. gl. dimA=FP-Id,(A). 

证 明 (G) 令 W.gl.dimA=n, 由 定理 6. 3.7 知 pda(A/J) =n. 
K AJ 同 构 于 4 的 子 模 , 故 得 正 合 列 0 一 >A/J 一 A 一 >B 一 >0. 
i pd.A=m.pd,B=l, 由 于 A 和 B 是 f.p. 的 , pdsA—fd,A,pd,B= 
{d.B, BE n>m Mnl. Bn>m, W /=n 十 1. 这 就 导出 矛盾 ,所 以 
W. gl. dimA=pdsA. 

GD AAV 是 4 的 同 态 象 , 故 得 正 合 列 0>K>A>A/J>0. $ 
W.gl.dimA4 一 2”， 由 定理 6. 3.7 知 pda(4/J)=fds(C4/J) =n. W A/J 
E f.p. 的 , 又 由 定理 6. 3.7 BExti(A/J,A/J)40. 从 而 由 正 合 列 

Ext, (A/J,A)>Ext3,(A/J,A/J)—~>Exty! A/J,K) 
知 Ext,(A/J,A)%0. 故 FP-Id,Alen. 但 A EHR, 根据 定理 2. 5. 
5 Ml FP-Id,A<W. gl. dimA, 所 以 W. gl. dimA=FP-Id,A. 
引 理 6.3.11 设 4 是 交换 凝聚 半 局 部 环 Mi 
FP-Id,(A/J) =fd,(A/J). 
证 明 设 4 是 任意 {f.p. AM. m 是 A 的 一 个 极 大 理想 . 由 于 4 
ERR, A/m 是 内 射 A/m- 模 ,因此 得 
Tor? (A/m, A)= Tori (Hom 4m (A/m, A/m), A) 
=Homy,,(Ext,CA.A/m),A/m). 
H F A/m 是 模范 畴 S 4), ASR Roc. 因此 Tor?(A/m,A)=08 
Ext, CA, A/m) =0. 所 以 fda (A/m) =FP-Id,(A/m). 
Al A EACH RR, AJ =O A/m, K 
FP-Id,(A/J) =fda(A/J). 

定理 6. 3.12 设 4 是 交换 凝聚 半 局 部 环 ,] Big 的 . 车 A/J 是 
f.p. 4- 模 AW BAF. W fd,A=FP-Id,A. 

证 明 因 4=4/7J 中 B, 故 

FP-Id4(A/J)<FP-IdiA, fdaCA/J)<fd,A. 

#4 FP-Id,A<oco, Mjh M 6.3.7 和 引 理 6. 3.11 MW. gl.dimA 

={dy(A/J) =FP-Ida(A/J)<oo, 于 是 由 引 理 6. 3. 10 便 得 
W. gl. dimA=fd,A=FP-Id,A. 
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49 FP-IdhA=co, BÆ fd,A<co, Mj W. gl. dimA=fdy(A/J)< 
oo, 因此 由 引 理 6. 3. 10 便 知 FP-Id,A<oo, 这 就 导出 矛盾 , 所 以 fd, A 

推论 6.3.13 设 4 是 交换 Noether( 半 ) 局 部 环 , FH A/J 是 {.g. A- 
模 4 的 直 因 子 , 则 pd,A=Id,A. 

证 明 ”由 定理 2.1.1 知 Id, AS Ext’! (A/T,A)=0,V 4 的 理 
想 T. 但 A 是 Noether 环 ,T 必 是 f.g. 的 ,因而 A/T A f.p. AA- 模 .于 是 由 
命题 2. 5. 9 得 Id,A=FP-Id,A. 再 由 定理 6. 3.12, 就 有 pd, A= Id,A. 

最 后 , 我 们 讨论 A/m(A/ 了 ) 是 某 个 有 限 内 射 维 数 的 f. g. A- 模 的 直 
因子 的 环 4 的 特征 . 与 4. 3 节 相 同 ， 称 交换 环 4 是 正则 的 ,如 果 它 的 
每 个 f.g. 理想 具有 有 限 投射 维 数 . 

命题 6. 3.14 设 4 是 交换 凝聚 环 , m 是 4 的 一 个 f.g. 极 大 理想 ， 
则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) FP-Ids (A/m)<o; 

Gi) An 是 正则 的 . 

证 明 由 命题 4.1.5 A 是 交换 凝聚 局 部 环 . 于 是 由 定理 4. 2. 4 
得 

W. gl. dimA,, =fda CA,./m,,) =sup {fda (A/m) mw |Y m’ E Max (A)). 
因此 , 按 引 理 4.2.5 和 引 理 6. 3. 11 的 证 明 ,可 得 
W. gl. dimA, =fd,(A/m) =FP-Id4 (A/m). 

#7 FP-Id,(A/m)<co. Wl W. gl. dimA,<oo, & A, 是 正则 的 . 另 
外 , 车 An 是 正则 的 , 则 FP-IdaCA/m) 二 ds An /mn <0. 

推论 6.3.15 设 4 是 交换 Noether 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 ， 

G) 存在 一 个 f.g. A- A, Id4<co, H A/m 是 它 的 直 因 子 , 这 
里 mm 是 4 的 一 个 极 大 理想 ; 

Gi) An 是 有 限 整体 维 数 的 交换 Noether 局 部 环 , Bl A, 是 在 3.5 
节 定 义 下 的 正则 局 部 环 . 

推论 6.3.16 设 A 是 交换 Noether 半 局 部 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 
的 : 

(i) 存在 一 个 f.g. A- 模 A, Id,A<oo, 且 4h/J 是 它 的 直 因子 ; 
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Gi) An 是 正则 局 部 环 , V mE€ Max(A); 

Gii) gl. dimA<co, 

证 明 fe WE iii) > Ci). 由 定理 6. 1. 4 知 ，Ids (A/J7) = 
gl.dimA<co. 故 (i) 是 成 立 的 ， 


6.4 不 可 分 凝聚 半 局 部 环 


我 们 知道 交换 半 局 部 环 可 以 分 解 为 有 限 个 不 可 分 的 半 局 部 环 ， 因 
此 交换 凝聚 半 局 部 环 的 结构 性 质 与 不 可 分 的 凝聚 半 局 部 环 有 着 密切 的 
KA. 本 节 主 要 讨论 整体 维 数 为 2 的 不 可 分 半 局 部 环 的 同调 性 质 , 本 
节 所 指 的 环 皆 是 交换 环 . 

首先 介绍 交换 凝聚 半 局 部 环 的 分 解 . 

定理 6.4.1 设 4 是 交换 凝聚 半 局 部 环 ， 且 W.glL.dim4<co, Ml 
4 是 有 限 个 GCD 整 环 的 直 和 . 

证 明 首先 , 由 定理 1. 6. 16 知 , A=A, OAD OA,, 其 中 每 个 
A, 是 不 可 分 半 局 部 环 . 因为 4 是 凝聚 环 , H OW. gl. dimA<co, 所 以 
W. gl. dim A< H. A 是 凝聚 环 , 1Si<n. 从 而 每 个 4 是 有 限 弱 整体 
维 数 的 凝聚 FP 一 环 . 继而 由 定理 4. 5. 2 可 知 每 个 A 是 GCD 整 环 . 

推论 6.4.2 设 A 是 交换 半 局 部 环 .J Big. 的 , 则 下 列 陈述 是 等 
价 的 : 

D A ABER 

Gi) A ERR J 是 投射 模 ; 

GD 4= A 四 A 多 … 人 外 4,, 每 个 A 是 Prüfer GCD 整 环 . 

证 明 GO) Gi) AA 是 半 遗 传 环 , 故 A 是 凝聚 环 且 每 个 f.g. 理 
想 是 投射 模 ， 所 以 J 也 是 投射 模 . 

GDG AJ 是 投射 模 , 故 由 正 合 列 0 一 J 一 A 一 A/J 一 0 知 
pda(A/J)<1. 又 由 定理 6. 3. 7 可 得 W.gl. dimA<1. 从 而 应 用 定理 
6.4.1 可 得 A=A, CAO: OA, 其 中 每 个 A 是 GCD BH, H 
W. gl. dimAh 志 1. 所 以 A, 是 Prüfer GCD 整 环 . 

(i) 二 (i) A A=Al@@A, 旬 … 拆 A,， 其 中 每 个 A Æ Prüfer 整 环 ， 
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故 4; ERER, H W. gl. dimA,<1,1<i<n. Mii A BHR AIA 
W. gl. dimA<1. 所 以 4 是 半 遗 传 环 . 

命题 6.4.3 设 4 是 任意 交换 半 局 部 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 

G) gl. dimAX1; 

GD 4 是 有 限 个 主 理想 整 环 的 直 和 . 

证 明 OSGD A A=A,OALO+- OA, HPT A 是 不 可 分 
的 半 局 部 环 , 故 由 gl. dimA<1 知 A; 是 FP- 环 , H gl.dim4 委 1. 故 根 
据 推论 4. 5.4 知 A 是 主 理想 整 环 , 1Sa. 

(i) 二 G4) BAA 是 主 理想 整 环 , Wgl dimA<1, 1Si<n. 于 是 
知 gl. dimA<1. 

下 面 讨 论 整 体 维 数 为 2 的 不 可 分 半 局 部 环 的 结构 和 分 类 问题 . 

命题 6. 4.4 设 4A 是 交换 半 局 部 环 ,， 4 是 AR, Wl 

G) A Èf g. (ARE ROMA, Æ fg (可 数 生 成 ) 的 ,VY me 
Max (A); 

Gi) A 是 Noether HR) SAn 是 Noether KER), V m€ Max 
(A). 

证 明 O 仅 需 证 充分 性 . momom 是 A 的 所 有 极 大 理 


想 , A 是 f.g. Ae 模 ,1 过 i 过 ti. & X= fe LET, | 是 Ay, 的 有 限 生成 


集 , 则 和 = 局 X 和 T= 电 -iT 也 是 有 限 集 ， 这 里 局 表示 不 相交 的 
并 . 定义 fi APA fH fle =r 这 里 ei 是 A 中 第 i 个 坐标 为 1 且 
其 他 坐标 为 0 的 元 素 . BRS 是 一 个 A- 同 态 , 且 SALA, ST 
因此 f 是 一 个 满 射 . 故 4 E fg 的 . 
类 似 地 ,对 于 可 数 生 成 的 情形 , 结论 也 成 立 . 
Gi) AAG WHEE GD Ry. 
命题 6. 4.5” 设 A 是 整体 维 数 为 2 的 交换 局 部 环 , 则 4 的 每 个 
理想 是 可 数 生成 的 (文献 [85j 定 理 4. 8). 
定理 6.4.6 设 A 是 不 可 分 交换 半 局 部 环 , gl. dim4 王 2, W 
G) ARR GCD 整 闭 整 环 ; 
GD A 的 每 个 理想 是 可 数 生成 的 ，; 
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Gii) A 必 是 下 面 一 类 环 之 一 : 

(1,2,3)- 环 ，(2,2,0)- 环 ，(2,2,3)- 环 . 

证 明 O 因 不 可 分 半 局 部 环 是 FP- 环 , H gl. dimA=2, 故 由 引 
理 4.6.5 知 4 是 凝聚 环 . 因而 由 定理 4.5.2 可 知 A 是 GCD BH. 

其 次 , 设 Q 是 4 的 商 域 ， = 人 eaQ， ic 6=[a,bj， Wh g=2, 这 
里 a=da,b=68. 考虑 4- 模 正 合 列 

0 —K —+A?—+ (a,b) —>0, 
其 中 9(1,0) =a, (0,1) =—b, K=kerg 因 A ERRI, MK 
f.g. 的 , HE oÆ K 的 生成 元 . 若 存 在 4,YE A, 使 得 Ma 一 ”6=0, 则 
A 一 Yb 二 0， 因 此 (4,7Y)Ekerp 故 (4,7)= 二 1(B,a)， 从 而 AE CA), 
YE (a). 

车 9 在 A 上 整 , 即 有 a 十 a1g 十 … 十 as-19”! 十 9 二 0, a; EA, Oi 
<n, WG = Cara" taad BH +a,-,¢8""'). 从 而 p e B=sa. 
Ai BE (a). + BEC). 由 于 [a.8]==1, 因此 a 是 单位 .从 而 ge 
A. 故 A 是 整 闭 的 . 

Gi) 因 gl. dimA,<gl. dimA 一 2,Y m€ Max(A). 故 由 命题 6. 4. 
5 知 An 的 每 个 理想 是 可 数 生成 的 从 而 由 命题 6. 4.4 知 4 的 每 个 理 
想 是 可 数 生成 的 . 

Git) 由 定理 4.6.7 可 直接 得 知 结论 成 立 . 

整体 维 数 为 2 的 不 可 分 半 局 部 环 是 一 类 特殊 的 (a,2,5)-FP 环 ,在 
4.6 节 中 对 一 般 的 (a,2,65)-FP 环 的 分 类 已 进行 详细 的 研究 , 这 里 我 们 
对 (a,2,0)- 不 可 分 半 局 部 环 的 分 类 问题 再 进行 一 些 讨 论 . 

定理 6. 4.7 设 4 是 不 可 分 交换 半 局 部 环 ， A gl. dim4 王 2, 则 

(i) 4 是 (1,2,3)- 环 会 4 的 每 个 极 大 理想 是 主 理想 ,或 者 是 非 
f. g. HSA Æ Bezout BH. 

Gi) A Æ C2,2,0)-IPSA W E + MT HEAIECA 是 Noether I. 

Gi) # J A f.g. 的, 则 A 是 (2,2,3)- 环 生存 在 一 个 极 大 理想 , 它 
不 是 主 理想 , 且 4 不 是 完全 整 闭 的 ， 

WAR O 若 4 是 (1,2,3)- 环 , 则 由 引 理 4. 6.9 知 A 是 Bezout 
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BY. 因而 4 的 每 个 极 大 理想 是 主 理想 ,否则 是 非 f.g. 的 . 

反 过 来 , 若 4 的 每 个 极 大 理想 是 主 理想 , REEF f g 的 , 则 由 
命题 6.4.4 知 A 也 具有 此 性 质 , 这 里 m 是 4 的 任意 极 大 理想 . 于 是 
W. gl. dimA„<1,Y mE Max(A). 

W. gl. dimA=sup({W. gl. dimA,,|V m€Max(A)}<1. 
但 gl.dimA=2, 故 4 是 (1,2,3)- 环 . 

Gi) 显然 4 是 (2,2,0)- 环 当 上 且 仅 当 4 是 Noether 环 . 现在 假设 
4 满足 主 理想 升 链条 件 , 我 们 仅 需 证 4 的 每 个 素 理想 是 f. g. 的 . +P 
是 4 的 一 个 素 理想 , 因 A 是 GCD 整 环 且 满足 主 理想 升 链条 件 , 故 4 
是 唯一 分 解 整 环 . 从 而 大 PP 是 极 大 理想 , 则 必 存 在 元 素 EP 使 得 
P=(2); 若 已 不 是 极 大 理想 , MA 4 是 凝聚 GCD BH, A gl. dimA 
=2, 故 对 a,pEP, 有 [a,6jEP. 令 S=={(a)ja€P),S 关于 集合 包 
含 关系 构成 一 个 偏 序 集 由 Zorn 引 理 知 S 含有 一 个 极 大 元 (0). 又 对 
任意 a€P， 必 存在 cEP 使 得 6E (l(c) 和 a€ (lc). 故 由 (0) 的 极 大 性 得 
(5) 二 (Cc). 所 以 P=). 这 样 ,4 的 每 个 素 理 想 均 是 .8g. 的 . 因此 由 
Cohen 定理 知 A 是 Noether 环 . 

Gi) 若是 (2,2,3)- 环 , 则 由 Gi) 知 存在 A 的 一 个 极 大 理想 , 它 
不 是 主 理想 . 因而 我 们 仅 需 证 明 4 不 是 完全 整 闭 的 . 若 4 是 完全 整 闭 
W, M A, 也 是 完全 整 闭 的 , Y mEMax(4)， 显 然 ,gl.dim4,, 委 2. 故 
当 gl. dimA, <1 时 , A, 是 遗传 整 环 ， 即 Dedekind H. 因此 A, 是 
Noether 环 . 当 gl. dim 如 一 2 时 , 车 m EERE, WHOA, 2a, 
2,3)- 环 . FHA, 是 完全 整 闭 的 赋值 整 环 . 因此 dimé,<1. 所 以 An 
是 Noether 环 . 若 m 不 是 主 理 想 , 则 A, 仍 是 Noether 环 . 于 是 由 命题 
6.4.4 知 4 是 Noether 环 , 这 与 Ng. dimA=3 FE, MU A 不 是 完全 
整 闭 的 . 

反之 ,显然 A 非 (1,2,3)- 环 . XA 4 Æ GCD 整 闭 整 环 , 故 若 4 为 
(2,2,0)- 环 , 则 A 是 整 闭 Noether BH. 从 而 4 是 完全 整 闭 的 . 这 就 导 
出 矛盾 , 故 A 必 是 (2,2,3)- 环 . 

定理 6.4.8 设 4 是 任意 交换 半 局 部 环 , H. gl.dimA=2, 则 4 是 
有 限 个 凝聚 GCD 整 闭 整 环 的 直 和 . 
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LA te severemeiem worvoorvr over 一 ev 


证 明 WEA A=A, OAD ODA, 其 中 每 个 A 是 不 可 分 半 局 部 
环 , H gl. dimh 志 2. # gl.dim4 一 2， 则 由 定理 6.4.6 知 从 是 凝聚 
GCD 整 闭 整 环 . # gl. dimA=1, WHAM 6.4.3 MA 是 主 理想 整 
环 . 因此 A, 是 Noether 唯一 分 解 整 闭 整 环 . 

推论 6.4.9 设 A 是 任意 交换 半 局 部 环 , 且 gl.dimA=2, MAH 
凝聚 环 . 

推论 6.4. 10 设 4 是 任意 交换 半 局 部 环 , H gl. dimA 一 2, 了 是 A 
AY f. g. 理想 ， 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 ， 

GQ) 了 是 投射 模 ; 

Gi) Torf (A/J ,1)=0; 

Gii) Extf (1,A/7)=0. 

证 明 由 推论 6.4.9 知 4 是 凝聚 环 . 因而 A 的 f.g. 理想 7 FEE. p. 
的 . 于 是 由 命题 6. 3. 6, 结论 是 成 立 的 . 

推论 6.4.11 设 4 是 不 可 分 交换 半 局 部 环 , 且 gl. dim4 一 2， 则 
f. g. eT BARR STori(A/J.1) =06Exti( ,AID) =0. 

证 明 由 推论 6.4.10 和 定理 1.6.15 即 可 推 得 ， 


6.5 半 完 全 环 和 完全 环 的 同调 维 数 


半 完 全 环 和 完全 环 都 是 半 局 部 环 . Bass 在 文献 L12 中 对 完全 环 进 
行 了 研究 ,给 出 了 完全 环 结构 的 同调 刻画 . 本 节 将 介绍 这 两 类 环 的 同 
调 性 质 . 

首先 , 我 们 讨论 半 完 全 环 . 

定理 6.5.1 设 4 是 半 完 全 环 , ARip ZAR, 则 下 列 陈 述 是 
等 价 的 : 

G) Tort(A/J,A)=0; 

Gi) Ext} (A, A/J)=0; 

(ii) 4 是 投射 模 ; 

Gv) 4 是 平坦 模 . 

证 明 因 A 是 半 局 部 环 , ROCU RW. 我 们 仅 需 再 证 (ii) 之 
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Gii). 由 定理 1.7.6 知 半 完全 环 是 左 半 完 全 的 , 因此 4 有 投射 复 盖 . 
于 是 得 4- 模 正 合 列 
0 一 开 一 P 一 4 一 0， (1) 
其 中 已 是 {f.g. 投射 模 , K Eig W, KEJP. 又 因 Ext)(A,A/J) 
=0, 故 由 (1) 又 得 正 合 列 
0>Hom,(A,A/J)—~Hom,(P ,A/J)~Hom,(K ,A/J)—0. 
[H KEJP, 因而 对 任意 fEHoma(P,A/J) 有 f(K)SIUP)=JSf(P) 
二 0, 即 flIK==0. 另外 , 设 gE€EHoms(K,A/7), 又 有 SFE 
Hom,(P,A/J), (48 g=S|K. 于 是 得 Homs(K,A/J)==0. H K Æ 
f.g. 的 , 4/7 是 半 单 环 , 故居 二 0. 因此 4 是 投射 模 ， 
定理 6. 5. 2 设 A 是 左 凝聚 半 完 全 环 , 4 Ei p. AK, Ml 
l. fd,A=1. pd,AXn SOTor®.(A/J,A)=0 
SExty (A, A/J)=0. 

证 明 应 用 定理 6. 5. 1, 并 仿照 定理 6. 3. 4 的 证 明 方 法 , 便 推 得 
结论 成 立 . 

定义 设 4 是 任意 环 ，M 是 左 4- 模 . 若 好 包含 唯一 的 极 大 子 模 ， 
则 称 M 为 局 部 模 . 

显然 , 每 个 单纯 模 是 局 部 模 , 而 每 个 局 部 模 是 循环 模 , If A 
模 的 同 态 象 也 是 局 部 的 . OX 表示 所 有 局 部 左 4- 模 组 成 的 类 , 下面 
这 个 定理 证 明 半 完全 环 的 整体 维 数 是 由 X 中 的 局 部 模 的 投射 维 数 决 
定 的 . 

首先 ,我 们 需要 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 6.5.3 设 4 是 任意 环 , A 是 左 AR. (A (ETS ALB NIE 
1} 是 ANMAPE FRR, 7 是 一 个 良 序 集 ， 科 表示 这 个 次 序 关 系 ， 并 且 
还 满足 以 下 条 件 : 

G) BEAY iET; 

Gi) AEB,,Y i<j; 

GD Æ EB, ArH, DARE I<], EB LEA; 

Cv) l. pdy(A,/B)<n.V iEL. 
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则 A 的 包含 所 有 A AUER FY EL EPR EF n. 

证 明 AHORA, Yih, A BCACB CA, 因而 
ACA, H BSB, 不 失 一 般 性 , 假定 4 就 是 包含 所 有 A 的 极 小 子 模 ， 
因此 A=UierAi. 

Xt n 作 数 学 归纳 法 . A n=O, 则 由 1. pdaCA,/B))<0 M A/B; 是 
RHR, Viel. 考虑 4- 模 正 合 列 

0—>B,—>A,—A,/B,—>0. 
E A/B 是 投射 模 , 这 个 序列 是 分 裂 正 合 的 , 故 4; 二 B.C,, 这 里 C， 
是 4; WFR, CHA/B,. 我 们 证 明 4= 由 ,erC 首先 ，A 中 每 个 元 素 


必 可 表 成 Sio, cECi， 了 表示 有 限 和 ,反之 , 因 ASUA. MHA 
一 些 A 至 少 含有 一 个 元 素 不 能 表 成 c HARA. $ A 是 这 些 A, 中 
的 一 个 , 且 按 照 次 序 委 来 说 A 是 最 小 者 . BE re A;, x PERR c 
MARA, AA =BOC, Mr=yto,c€C, yEB A yA. H 
(iii) 知 存在 某 个 1,7y<z Are A, 又 由 A 的 选择 可 知 ，y 必 可 以 表 成 
ARA co 的 和 , 因而 xz 也 可 以 表 成 有 限 个 ci 的 和 , 这 就 导出 了 矛盾， 所 
以 4= D aC. 其 次 , He te, te +o, 二 0, RE hL, 
且 每 个 6 关 0,1<t<<s, ME GDE c Ha H Ho EB, co EC. 但 
B, 十 C, 是 直 和 ,因而 c, 一 0, 与 #0 F. MAAC ABT 
C 是 投射 模 . 因此 4 是 投射 模 . 

Enzl, $ F, G 和 五; PAR A, A AB 的 全 体 非 零 元 为 基 


的 自由 模 , 定义 f:F 一 4 使 Stare Naz, 这 里 和 和 4, 左 端 z, 是 
自由 模 的 基 中 元 素 , Ain o 表示 模 A 中 元 素 . 易 知 f 是 一 个 4- 满 
同 态 , 且 f= 了 1G;:G 一 A 和 g= fH: HB 是 A- 满 同 态 . 记 M= 
kerf, K,;=kerf,, Li=kerg,, WW K,=MNG,, L=MNMH,, H LGK; 
SM. FRIK | COMILICI EM 的 两 个 子 模 族 , 并且 满足 (i)， 
易 知 也 可 满足 (ii) 和 (ii)， 考虑 以 下 交换 图 (2) 
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y y Y 

0—+L, —+H, + B, —0 
Y Y AY 

0—K, —+G, —> A, —o (2) 
y v Y 

y 9 
0 —>K,/L, —+G,/H, —+A,/B, —>0 

Y y y 
0 0 0 


PAWN PIER, ERMA AEA. 且 py 二 0， 由 交换 图 (2) 易 知 序列 
0 —+*K,/L, —>G./ H; 2+A,/B, —0 
也 是 正 合 的 . A G/H: 是 自由 模 , 1. pdaCAi/B))<n, BK l. pda(K,/L)) 
<n—1,Viel, 即 条 件 (iv) 也 成 立 . 由 归纳 法 假设 得 
l. pdaM =1. pda CMNMNF)=1. pdaL MN CU,eG,)] 
=]. pda [Ue (MNG,) J=1. pda [U cK] 
<n-1. 
FF LA 1. pdsASn. 
定理 6.5.4 KAR ECS, Ml 
l. gl. dimA=sup{l. pdaM|V MEX}, 
其 中 X 表示 所 有 局 部 左 4- 模 组 成 的 类 . 

u RA sup {l. pduM|V MEX} =n<oo, 由 定理 2. 3. 1 知 
L gl. dimA=sup{l. pdsA|V 循环 左 A- 模 }. 因而 仅 需 证 明 1. pd,A<n, 
这 里 4 是 任意 循环 左 AK. 首先 , 有 AWAS SAA. 因 A/J 是 半 
单 环 , 故 由 命题 1.7.4 得 44= Ae, DADO Ae, HEP {eeste} 
是 A 的 完全 正 交 窜 等 元 集 , ABS Ac, 是 局 部 的 . 

令 4;= 二 f(he), 则 AEX, 4=4 十 … 十 4. 设 BAHA 
+A;, BSAA +t e +A B=, 则 BSCB,Yi. Bi<j, WB, 
CB); 并 且 , 对 任意 zxE Bj,r+ 关 0, 必 有 某 个 i 使 得 <7 和 xE€ Bi. A 
B,/B,2Ai/B AEX, 故 1.pds(Bi/B;) 志 nyY i. 由 引 理 6.5. 3 得 
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gl.dimA=sup(l. pduM|V MEX}. 

下 面 我 们 讨论 完全 环 , 主要 参考 了 文献 [12],[?77] 和 [108]. 

定理 6.5.5° (Bass) 设 A 是 任意 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

(i) 4 是 左 完全 环 ; 

Gi) 对 任意 左 4- 模 4,， 皆 有 1. fdsA=l. pda4; 

Git) 投射 维 数 三 的 左 4- 模 正 向 极限 的 投射 维 数 魏 ” ([ 文 献 12] 
定理 P) 

定理 6. 5.6 设 人 4 是 左 完全 环 , 4 是 左 AM. 则 下 列 陈 述 是 等 价 
的 : 

G) Tort,,(A/J,A)=0; 

Gi) Ext,t!(A,A/J)=0; 

Gii) 1. pdsA<n; 

Gv) 1. fd44 Sn. 

证 明 OSGD 因 A/J 是 半 单 环 , 由 定理 2. 2.7 的 证 明 ， 即 可 
推 得 结论 是 成 立 的 . 

Gie Gv) 由 定理 6.5.5 知 结论 是 成 立 的 . 

由 (iv) 推 是 显然 的 , 因而 仅 需 再 由 (il, (ii) 推 (iv) 成 立 . 设 B 是 
任意 右 4- 模 , 我 们 用 超 限 归纳 法 来 构造 {B;}. 4 Bo=0, B,=Soc(B). 
对 任意 序数 7, 若 i 不 是 极限 序数 , 令 B 是 B 的 子 模 , H B/B-15 
Soc(B/B;_1); E i 是 极限 序数 , + B= UB). 由 超 限 归纳 法 构造 原理 
可 知 这 样 构 造 的 (B,;) 是 完全 确定 的 . 因 A 是 左 完全 环 , 故 由 定理 1. 7. 
12 知 每 个 Soc(B/Bi) 关 0. 所 以 当 j<i 时, BCB. 因此 存在 序数 i 
使 B, =B. 

现在 用 超 限 归纳 法 证 明 Torii (B A)=0,V i. #i=0, B=0, 
则 显然 有 Tor 和 1(Bo,A4A)==0. ji, 对 任何 序数 ;都 有 Tor4 (B; 
A)=0. 当 1 不 是 极限 数 时 , 作 正 合 列 

0—>B, 1>B,—>B,/B,_,—>0. (3) 

Al B/B,-1 一 Soc(B/B,-1) 是 半 单 纯 的 , 故 得 B/B- SPS 这 里 每 个 

S 是 单纯 右 AB. 但 A/J 是 半 单 环 , 因 此 4A/J 宇 $; 名 5;. 于 是 由 
227 


Tort,:(A/J,A)=0,49 Tort (Sa, A)=0,V k. 所 以 
Toris (B/Bi-1 >A) = Torin (ÐS 4) 福 由 Tor (Se, A)=0. 
又 由 归纳 假设 得 Torei(CB ,4) 一 0. 因而 由 正 合 列 (3) 得 正 合 列 
Tor® CB; A4)—> Tori (B: A)—Tor’,,(B,/B,_1,A). 
M Tor4 (B A)=0. 47 是 极限 数 时 ， 因为 B= UB,=limB,, 
所 以 
Tori (BiA) = Tori dimB;,A)=limTory...(Bj,A) =0. 
因此 由 归纳 法 原理 , 对 任何 序数 i 都 有 Tort, (B: A) =0. 特别 地 
Tor4,,(B,A)=0. 所 以 1. {fdsA 志 xn. 
定理 6. 5.7 (G) 设 4A 是 左 完全 环 , 则 
l. gl. dimA=W. gl. dimA=r. fd4(A/J)=1. Id4(A/J). 
Gi) 设 4 是 左 , 右 完全 环 ， 则 
l. gl.dimA =W. gl. dimA=r. pda(A/J) =r. fda (A/J) 
=]. Id,CA/J) =r. gl. dimA=1. pd,CA/J) 
=]. fdaCA/J) =r. Ida (A/D, 
并 且 
gl. dimA<in SExt(A/J,A/J)=0 
Tori (A/J A/T) =0. 
证 明 仿照 定理 6.1.4 的 证 明 方 法 , 便 知 结论 是 成 立 的 . 
命题 6. 5.8 设 4A 是 左 完 全 环 , ICJ 是 4 的 理想 ， 则 
l. gl. dimA<I. gl. dim (A/D +r. fdg(A/T). 
证 明 因 4 是 左 完全 环 , 故 由 定理 1.7.7 AJ BAT REN. 所 
WIGS 也 是 左 了 - 宕 零 的 . 从 而 由 定理 2. 3. 10 得 
lL gl. dimAxcl. gl. dim(A/I)-+r. fda (A/I). 


6.6 PEREM 


这 一 节 里 ， 我 们 将 讨论 比 半 局 部 环 更 广泛 的 一 种 环 类 一 一 弱 半 局 
部 环 ,给 出 一 个 交换 环 是 弱 半 局 部 环 的 充 要 条 件 , 并 把 半 局 部 的 同调 
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性 质 作 进一步 推广 . 本 节 所 指 的 环 均 是 交换 环 , J 仍 表 示 环 的 Jacob- 
son 根 ， 

定义 设 4 是 交换 环 , GA/J 是 VN 正则 环 , 则 称 4 为 弱 半 局 部 
环 . 

ER, 每 个 半 局 部 环 是 弱 半 局 部 环 . 由 于 任何 一 个 非 半 单 Artin 
的 VN 正则 环 丝 不 是 半 局 部 环 , 因此 弱 半 局 部 环 类 比 半 局 部 环 类 范围 
更 宽 ， 

命题 6.6.1 设 4 是 弱 半 局 部 环 , M 4 是 半 局 部 环 当 且 仅 当 A/J 
有 有 限 不 可 分 分 解 . 

证 明 若 4 是 半 局 部 环 , 则 A/J 是 半 单 环 . 故 A/J 有 有 限 不 可 
分 分 解 . 反 过 来 FF 4/7=4 DAO DA, 这 里 每 个 A 缘 是 不 可 分 
的 ， 则 对 任意 一 个 A, WR Ere A, A AJ 是 VN 正则 环 , 由 定理 
1. 4. 13 知 存在 寡 等 元 eE A/S, REE r(A) =e (A/J). 1 CA) = 
TASA Me€ A. BA A AAA BTL e A, 的 单位 元 .于 是 得 
zA =rA/D=eA/D=A,. Altech A 的 一 个 可 逆 元 , KA ER 
环 . 从 而 A/J 是 半 单 环 . 所 以 A 是 半 局 部 环 . 

定理 6.6.2 设 A 是 交换 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) A 是 弱 半 局 部 环 ， 

Gi) Jn = Mn mE Max(A); 

Gi) 包含 J 的 素 理想 皆 是 极 大 理想 . 

证 明 OSGD 设 己 是 包含 I 的 一 个 素 理想 ,， 则 存在 A 的 一 
个 极 大 理想 m, 使 得 Pom. E PAm, WHER A=A/J 中 存在 元 素 
XEm 一 P. Kit r EA PUB i(e)CPCm. BAE VN 正则 
环 , RARER Sot eC A, 使 得 zA=eACm, 于 是 eEm. 但 又 有 1 一 eE 
him, 因此 e,1 一 eEm， 这 就 导出 矛盾 , 所 以 P=m. 

GiD=Gi) BE mE Max(A), # GDA m=m/J 是 =A/J 的 极 
小 素 理想 . 从 而 mw 是 A 的 极 小 素 理 想 . 因 局 部 环 A 只 有 一 个 极 大 
理想 , Mm, 是 A, 仅 有 的 一 个 素 理想 .因此 m 由 军 零 元 组 成 .于 是 


KHER rem, FEE n>0, 使 得 在 环 A, 中字 二 0. 因而 存在 ME A, AI 
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Gm, fi aAr’=0. 从 而 Gz)"=0. 但 了 是 4 中 一 切 包含 .J 的 素 理想 的 
X, 故 ASAJ 的 震 零 元 为 0. 因此 Ar=Ar=0. (HAG mK AGM. 于 
是 在 环 A, 中 个 是 可 逆 元 ,并 由 衬 一 0 GL —0. Bs n/n = Mn =O. 
从 而 J,=mn. 

GDG) 对 任意 mE Max (A), HGS, =m, Bl m, = 
(m/J), 二 0. 因此 对 cm, FE AC A 一 mm, 使 Av=0. 由 于 AG, 因 
lem, MÄE Awa. LER Ap, AZo, 且 了 可 
逆 ， > =0. 因此 mw 二 0, 即 AER. 于 是 对 任意 AHA, A 是 平 
E A. 从 而 A 也 是 平坦 A- 模 . 因此 由 定理 1. 4.13 就 得 A=A/J 是 
VN EWI, 即 A 是 弱 半 局 部 环 . 

推论 6.6.3 设 4 是 弱 半 局 部 环 , 了 是 它 的 理想 . AICI, W 

(i) 对 任意 mE Max(A),I ON m=Im4+J; 

GD I 是 A 中 一 切 包含 1 的 极 大 理想 的 交 . 

证 明 O 设 mEMax(A), 由 定理 6. 6. 2 AJ, =n. W ME 
In FEIN We =I Mtn =Ma, Um + Dn = Inma tI mn =n. 因此 
IN m)n=Um+))m 另外 ,车 NEMax (A) 且 NAm, 4IEN 时 ， 
RY I Om w=In NM imy=Ay 1 Ay =Ax» Um +0) x =Inmy +d y= Ay Ay t+ 
Jy=Ax; %4 ISN 时, WAAI Nm =InN An=iv, (m+) Dy 
=Iymy+Jx=IyAytJn=Iy. 

综合 以 上 讨论 可 知 ,Y NE Max(A), 1) m)y=Um4t))x. H 
[Cn 十 Js=0. 因此 (CT 门 m)/Im 十 JJ) 一 0. 所 以 TN m= Im 
+J. 

Gi) BrEA, GAR EBM n Er EI, WA A=A/J 是 VN 
正则 环 , MEER Ge A, 使 得 r4=e4. 因此 x"*A=e"A=eA=xA. 
故 xE7. 从 而 zxE7. 于 是 了 与 它 的 根 ~(7) 是 相等 的 . 从 而 了 是 4 中 一 
切 包 含 7 的 素 理想 的 交 . 再 由 定理 6. 6.2 知 了 是 4 中 一 切 包含 了 的 极 
大 理想 的 交 ， 

下 面 讨论 弱 半 局 部 环 的 同调 性 质 
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定理 6.6. 4 设 人 是 凝聚 弱 半 局 部 环 , AE f p. AB, 则 下 列 陈 
述 是 等 价 的 : 
G) pdy,ASn; 
Gi) Tort_,(A/J,A)=0; 
Gii) Tor4,,(A/m,A)=0.V mE Max(A). 
证 明 ” (i) 二 (ii) 结论 显然 是 成 立 的 . 
GiGi) 设 mEMax(4), WV NEMax(4) 有 
Tort. ,(A/msA)n2Toraxy, (Ax/mn, An). 
当 NAm 时 , 因 Ay/my=Ax/An=0, W 
Tor4..,CA/m+A)x=Torts, (An/my, An) =0. 
4 N=m 时， 由 定理 6.6.2 知 J 二 mm BAL/mn = (A/D) me 于 是 又 
得 
Tors, (A/m,A)n = Torf (A/T) ns Am) 
一 Tor4 (A/J 5A), =O. 


所 以 Tor4 (A/m, A)=0. 
Gii) 二 (i) 因 4 是 凝聚 环 , AR fp. Ww. RA 4- 正 合 列 
0+K—> P,P >P, > A>0, (1) 
这 里 每 个 已 是 f.g. 投射 模 ,K Æ f p. 的 . 
设 mEMax(A), 则 又 得 正 合 列 
0 一 天, 一 ( 忆 in > Pi) (Po ne An 07 (2) 
A Tort.,(A/m,A)=0, #K 
0 一 Tor4 (A/m, A)n = Tori A, /ma, A,). 
AA, 是 凝聚 局 部 环 ，4, Æ f p. 4- 模 ， 故 根据 定理 4. 2.2 得 pda A, 
<n. 从 而 由 (2) 知 Kn 是 投射 Ant, V mEMax(4)， 于 是 天 是 平坦 
A- 模 . E K Æ fp. A, 故 天 是 投射 4- 模 . 再 由 (1) 就 得 pdsA 志 nn. 
推论 6.6.5 设 4 是 凝聚 弱 半 局 部 环 ，4 Æ f p. AB, WFR 
述 是 等 价 的 : 
G) A 是 投射 模 ; 
Gi) A 是 平坦 模 ; 
Gii) Torf (A/J ,A)=0; 


231 


Gv) Tor#(A/m,A)=0,V mE Max(A). 

定理 6.6.6 设 4 是 凝聚 弱 半 局 部 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 VN 正则 环 ; 

Gi) J=0; 

Gi) IN J=1I ,Y 理想 7; 

Gv) INm=Im,Y FEA TY mE Max(A); 

(v) A/J 是 平坦 4- 模 ; 

(vi) A/m 是 平坦 A- 模 ,VY mE Max(A), 即 每 个 单 A- 模 是 平坦 
的 . 

证 明 GGD AW. gil. dimA=0, & W. gl. dimA,,=0.V mE 
Max(A), Bf A, 也 是 VN EWI. LIHER 0ArE Ans cA, A, 的 
直 和 项 , 但 An, 是 不 可 分 的 , HrcA, =A,. BI r RAM. HUA, 是 
除 环 . FEM J 二 0,;Y mEMax(A). 从 而 J=0. 

(i) 二 (iv) 由 推论 6.6. 3(G) 知 结论 成 立 . 

GSG Y mEMax(A), 由 定理 6.6. 2 得 

(人 了 门 四 一天 站 = 天 站 2 一 CT 站 zz 
(Ln) 一 7 Min =D ind m= TI in 


所 以 IN J=LI. 

GDG) B rEJ, W rA=rANJ =J. REFE ACU 使 二 = 
zà FH z(1 一 人 ) 一 0. 又 由 定理 1. 6.7 知 1 一 4 可 道 , Rr=0. 所 以 J 
=0. 从 而 A 是 VN EMS. 

OSO) 显然 结论 是 成 立 的 . 

(v) 二 (vi) 设 4 是 任意 {.p. AR, A AJ 是 平坦 模 ， 故 得 
Tort(A/J ,4)=0， 因 而 由 推论 6. 6.5 知 4 是 平坦 A. 但 A/m 是 
f.g. 4- 模 , 故 它 必 是 f.p. A- 模 的 正 向 极限 . 从 而 A/m 是 平坦 A- 模 的 正 
向 极限 . 故 A/m 是 平坦 A- 模 . 

DSO 应 用 (v) 过 (vi) 的 类 似 方法 , 可 以 推 得 每 个 4- 模 是 平 
坦 模 . 故 A 是 VN 正则 环 . 
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对 偶 模 的 同调 性 质 


在 第 五 章 里 , 我 们 简单 介绍 了 模范 畴 对 偶 性 的 一 般 知 识 ， 并 应 用 
f.g. 4B ke 4- 模 引 进 了 一 类 新 环 一 一 x- 凝 聚 环 . 这 一 章 将 进一步 讨论 
对 偶 模 的 同调 性 质 . 60 年 代 初 ,Bass[12], Jans [45 |] 和 Ishikawal[ 42 | 
等 应 用 同调 代数 的 方法 来 研究 模 的 对 偶 性 ， 这 个 研究 方向 已 成 为 这 一 
领域 的 重要 方向 . 在 本 章 里 , 我 们 主要 研究 Noether 环 、xw- 凝 聚 环 和 凝 
RPP TE. 前 三 节 是 在 A- 对 偶 的 范围 内 进行 讨论 的 . 


7.1 自 反 模 与 环 的 自 内 射 维 数 


设 A 是 任意 环 ，A 是 左 AK. id 
*=Hom,(A, A). 
4 是 一 个 右 AR, 把 它 称 为 模 4 的 对 偶 模 . > 
o4: A ——A** E ola) =gpa), VYV a€E A, gE A', 

把 cs 称 为 赋值 映射 . 若 cs 是 一 个 同 构 ， 则 称 4 为 自 反 模 ; 若 cs 是 单 
mA, 则 称 4 为 半 自 反 模 . 

一 个 模 的 自 反 性 与 环 的 同调 维 数 之 间 有 着 密切 联系 . 

命题 7.1.1 设 A 是 任意 环 , A 是 f.g. 半 自 反 A- 模 , 则 存在 一 个 
f.g- FARR BOS 4 的 类 型 相反 ), 使 得 序列 


o—>A -A**——>Exty(B,A)——0,， (1) 


0 —>B —>B* *—>Exti (A, A)——>0 (2) 


都 正 合 , 这 里 ôa, ôs 是 赋值 映射 . 
证 明 AX Aig FARE, 所 以 得 正 合 列 0 一 K 一 >F 


40, KD FPF Big 自由 模 , K 是 下 的 闭 子 模 . 因而 , 又 有 正 


合 列 


0—4 p>»B— >»0, (3) 
EF Fyfe fg. ARH, B 是 f.g. 的 . 由 于 KK 是 闭 子 模 , 即 K"=KK， 
{8 K'=A*, Ale K=(K')'=(A")’. 
(A* )"=((A")!)'=K'=A", 
RA EF ATIR. 因此 B 是 半 自 反 的 . 
其 次 , AF’ BARR. 故 Exi, A) 二 0, 于 是 由 (3) 得 正 合 列 


p 
0 —B*—F** >A” *——Exti (B, A)—0. (4) 


考虑 右边 的 交换 图 , 这 里 fr RAW. 6 是 上 b A 
单 同 态 . 由 于 
AZ=6,(A)=Ime"*, 
因此 由 (4) 式 得 
Cokoré,=A* * /61(4) 
=A‘’*/Im®**=Ext\(B, A), 
从 而 就 得 到 正 合 列 (1). 另外 , 由 (4) 又 得 正 合 列 
0 —+B* —+F* *—+Im@* *—>0. 
因为 6,(A)=Im@"*", Hd, 又 是 单 同 态 ， 所 以 这 个 正 合 列 又 可 以 表示 
为 0 一 >B' 一 一 FF"' 一 >A 一 >0. 在 (3) 中 令 C=Im@', 因而 得 正 合 
列 0 一 >C 一 >F' 一 >B 一 >0. 再 重复 上 面 的 讨论 , 最 后 就 得 到 正 合 
列 C2). 
定理 7.1.2 设 A 是 左 、 右 Noether 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) 1.1dAs=r. Id,A=0; 
Gi) 每 个 f.g. 左 A- 模 和 每 个 f.g. 右 4- 模 都 是 自 反 模 . 
证 明 > Gi) 若 4 是 f.g. 半 自 反 的 , 则 由 命题 7.1.1 知 有 A- 
模 的 正 合 列 
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0 —+A “Sat —+Ext\(B, A)=0, 
其 中 BRET ig. ARR. 又 由 (i) 得 Exth(B, A=0. 故 64 是 一 
个 同 构 . 因此 A 是 自 反 的 . 
车 4 是 任意 {.g. AK, 则 有 正 合 列 0 一 一 K 一 一 一 一 4 一 0， 
其 中 下 是 f.g. 自由 模 , 因 A 是 Noether 环 , 故 天 是 f.g. 半 自 反 模 .于 
是 由 上 面 的 证 明 , KK 是 一 个 自 反 模 . 再 根据 (i) 和 长 正 合 定 理 ,就 得 下 
面 交 模 图 


0 > 大 —+F 一 一 4 一 -~0 


ja [e Ja 
0—>K* te Fe At 0 
FL ox, ôr 是 同 构 . 因此 ôa 也 是 一 个 同 构 . 故 4 是 自 反 模 . 

G)>G) GD ALA, 都 是 自 反 模 . 又 因为 A 是 左 、 右 
Noether 环 , 所 以 A 和 As 的 每 个 商 模 也 是 自 反 模 . 于 是 由 定理 5. 1.7 
vA AM As EASA, 即 1.1d4A=r.IdsA=0. 

定义 KAKA. A Noether 环 , 若 4 满 足 定理 7.1.2 中 任 一 条 
件 ， 则 称 A 为 Quasi-Frobenius 环 ( 简 记 为 QF- 环 ). 

定理 7.1.3 设 4 是 左 、 右 Noether 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 ; 

G) L Id,A<S1; 

Gi) 每 个 f.g. FARA 4- 模 是 自 反 模 ; 

Gii) Ext (A, P)=0, 4 是 fg. 半 自 反 左 AB. 已 是 {f.g. BRA 
A- 模 ; 

Gv) FS fg. Æ A- 模 的 投射 闭 子 模 是 一 个 直 因 子 . 

证 明 (Gi) 二 (iii) 设 4 是 f.g. 半 自 反 左 A 模 , RARBG 
Noether #, RFE GF 


0—>A—>F —+F/A—>0, (5) 
其 中 三 是 f.g. 自由 模 .其 次 ， 把 44 拣 入 内 射 模 E, AERJ 
0 —>,A—>E —+U —+0. (6) 


由 (5) 和 (6), 得 
Ext)(F/A, U)SExth(A,,A). 
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但 4 Td,AX1, $ l. Id,U=0, BU 是 内 射 模 . 
O=Exth(F/A, U)=Exth(A,, A). (7) 
又 设 已 是 fg RHA AK, WAV =POP’. TFH) 
Exth(A, P)=0. 
Gi>Gi) 设 4 是 fg. KARA AM. 由 命题 7.1.1 知 , 存在 
一 个 f.g. 半 自 反 左 ABB, 使 得 下 面 序列 
0 —A >A" Ext} (B, 4A) —+0 
EA. FÆ hdi Exth(B.,A)=0. 所 以 4A BARE. 
(i) 二 (i》 设 B 是 任意 {f.g. & AR, AW AEA Noether 环 ， 
所 以 得 正 合 列 
0 —K —F —B —0, 
其 中 是 f.g. 自由 模 , 天 是 fg. FARM. 由 命题 7.1. 1 知 , 存在 一 
个 f.g. 半 自 反 右 AG A, 使 得 下 面 序列 
0A ŻA t Ext} (K 4A) —0 
正 合 .因而 由 (ii) 知 Exti\(K,,A)=0. (A, 由 (6) 可 得 
O=Ext\(K,,A)Ext)(B, U), 
因此 U 是 内 射 模 .于 是 又 由 (6 ) 便 得 1. IdsA 志 1. 
Qi) 过 (iv) 设 P 了 是 f.g. 左 4- 模 4 的 投射 团子 模 ， 则 得 正 合 列 
0 —+P —+A —>A/P —0, (8) 
其 中 A/P 是 f.g. FARE A- 模 . eb ii) Ext} (A/P, P)=0. 这 
样 , 又 有 正 合 列 
0 —>Hom,(4A/P, P)—~Hom,(A/P, A) 
—~-Hom,(A/P,A/P)—~0. 
因此 (8) 是 分 裂 正 合 的 , 故 P 是 4 的 直 和 项 . 
Gv 设 4 是 fg. FAREA, Pig. RHR, Ml 
有 分 裂 正 合 列 


0 —P —+P@A —A 一 一 ~0. 
设 A 经 P 的 另 一 扩张 为 
0—P—X—A—0, (9) 
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HX fig 的 . 由 (ivy) 知 已 是 和 的 直 因 子 . 故 序 列 (9) 也 是 分 裂 正 
合 的 . 于 是 得 Exth(A, P)=0. 

下 面 , 我 们 把 上 面 结果 作 进 一 步 推广 . 

定理 7.1.4 DAHA. Ar RH, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 1. FP-Id,A<1; 

Gi) 每 个 f.g. 半 自 反 右 4- 模 是 自 反 模 ; 

Gii) Exth(A, P)=0, A Æ fg. FARA AM, Pig. 投射 


Gv) 每 个 f.g. 半 自 反 左 A- 模 的 投射 闭 子 模 是 直 因 子 . 
证 明 (GG) 二 Gii) WAR fg. HARA 4- 模 ,由 命题 5.2.8 
知 ,， 存 在 正 合 列 
0 —A —F —>F/A—>0, 
HPF Eig AGB. 其 次 , WARASE E, 又 有 正 合 列 
0 —>,A — E —U —>0. (10) 


于 是 得 
Ext)(A,,A)2Ext)(F/A, U). 

但 是 在 (10) 中 , 1. FP-Id,A<1, HE BAR. 由 命题 2.5.9 知 ， 是 
FP- 内 射 模 . 又 因为 F/A 是 f.p. 的 , 所 以 Exti(F/A, U)=0. 因此 
Exth(A,,A)=0. WR P E fg RNA 4- 模 ,由 定理 7.1.3 的 证明 便 
知 Ext(A, P)=0. 

Gu) Gi) 应 用 命题 7.1.1 可 以 推 得 . 

GDG) 仿照 定理 7.1. 3 证 明 , 便 知 结论 成 立 . 

GDSGV 与 定理 7.1. 3 证明 是 完全 类 似 的 . 

现在 , 我 们 讨论 凝聚 环 上 每 个 f.p. 模 是 自 反 模 的 条 件 . 

定理 7.1. 5(Jain) 设 4 是 左上 凝聚 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(i) 1. FP-Id,A=0; 

Gi) 每 个 f.p. 右 A- 模 是 自 反 模 . 

证 明 CU) = Gd R A Æ fp AAR, 于 是 得 正 合 列 
Fo—>F,—>A—>0, R F Fy, Fi @f-g. 自由 模 .继而 应 用 命题 
5. 3. 4， 又 得 正 合 列 
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O——Ext\(B, A— A —>A**—*Exti(B, A)—*™0, (11) 
其 中 B=Coker(F/ — F). RMA BETp. FAK, RAORA 
Exth(B, A)=0. 其 次 , 考虑 左 4- 模 正 合 列 0 一 一 开 —F —>B 
-一 -0， 其 中 不 是 fg. 自由 模 . 因 4 是 左上 凝聚 环 , B 是 {f.p. 的 , RK 
也 是 f.p. 的 . 由 函 子 Ext( 一 ,4A)， 就 得 正 合 列 
Exth(B, A)—>Exth(F, A) —+Exth(K, A) 
——Exti(B, A)—>Exti(F, A). 
+ 2 OExt)(K, A)=Exti(F, A)=0, 可 得 Exti(B, A)=0. 最 后 
由 (11) 便 知 ARARE. 
G>G) 因 每 个 f.p. AARP RARE. 故 都 是 半 自 反 模 . A 
此 由 定理 5.3.5, A 是 左 自 FP- 内 射 , 即 1. FP-Id,A=0. 


7.2 对偶 模 的 同调 维 数 


在 第 五 章 里 , 我 们 研究 了 x- 凝聚 环 中 每 个 f.g. 半 自 反 模 的 对 偶 
模 的 平坦 维 数 和 投射 维 数 间 的 关系 ,以 及 研究 了 环 的 W. gl. dim, 
FGT-W.dim 和 FGT-I. dim 之 间 的 关系 . 这 一 节 , 我 们 将 进一步 讨论 
这 个 问题 . | 

定理 7.2.1 设 A 是 左 凝 聚 环 , no 是 整数 , 则 下 列 陈述 是 等 价 
的 : 

G) W. gl. dimA<n; 

Gi) 每 个 左 A- BE TR FE BM <n-2; 

GD 每 个 半 自 反 左 ARAM BE FAM <n-2; 

(iv) 每 个 f.p. A 4- 模 的 对 偶 模 的 投射 维 数 魏 ”-2; 

(v) 每 个 f.p. FARA 4- 模 的 对 偶 模 的 投射 维 数 委 王 2. 

证 明 SM => Gi) 设 4 是 任意 左 A- 模 , MWEE ABIES 


PP 一 ~4 一 >~0， 


其 中 Po Pi 是 投射 模 . 于 是 又 得 右 4- 模 正 合 列 
0 ——>A*—P,* >P, *—>Cokerg *——0. 
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因为 4A 是 左 凝聚 环 所 以 Po. Pi BPI. 继而 由 (i) 便 得 
r. fda C(A" )<n-2. 

(ii)=>(iii) 结论 显然 是 成 立 的 . 

GDG) RARER Lp. FAK, FRAA A- 模 正 合 列 
0—+K —>F —>A—>0, 其 中 FF 是 f.g. 自由 模 , K Ef.g. 半 自 


反 模 . 因而 ,又 得 正 合 列 0—B— FK 一 >0, HP 
Le 自由 模 . 又 由 命题 5.2.3， AE 4- 模 的 正 合 列 0 一 ~ 开 一 -~ 
(F’)*—-»>C —>0, He} C=Cokerg* i f.g. BARA A, BEC". 
因而 根据 Gi) 得 r. fd4B 志 mn-2. 但 是 序列 
0 —B —F'—F — A —>0 

ER, AH r. fd ASn 再 由 定理 2. 3. 2， 就 得 W. gl. dimA<n. 

(DS(Gv) 由 引 理 5.3.7 知 , W. gl. dimASKnl. fd,(B* )<n-2, 
Vi.p. 右 4- 模 B. 因 4 是 左 凝 聚 环 , KB Rip. 左 4- 模 . 因此 
l. fd,(B* )=1. pda(B" ). 

Gw>(v) 结论 显然 是 成 立 的 ， 

SG) 设 4 是 任意 f.p. FAK, 则 存在 正 合 列 0 一 >K。 
—+F,—>A—>0, HF F, Æ fg. 自由 模 , K 是 f.p. FARE. 于 


是 又 得 正 合 列 0 一 >K， > 天 1 >Ko >0, 其 中 下 是 f.g. 自由 模 . 
又 由 命题 5. 2. 3 知 ,K 实 B*, B=Cokerg’ Ef.p. 半 自 反 右 AK. hk 
根据 (v) 1. pdaK, <n-2. FE AE AIO ——K, — F, — F, —~A 
—>0, 便 得 1. pda An. 所 以 W. gl. dimA<an. 

推论 7.2.2 设 A 是 左 凝聚 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) W. gl. dimA<2; 

Gi) 每 个 左 相模 的 对 偶 模 是 平坦 模 ; 

GD 每 个 半 自 反 左 4- 模 的 对 偶 模 是 平坦 模 . 

Civ) 每 个 f.p. A 4- 模 的 对 偶 模 是 授 射 模 ; 

Cv) Bt fp. FARA A- 模 的 对 偶 模 是 投射 模 . 

定理 7.2.3 KAKA. HERH, n 之 0 是 整数 , 则 下 列 陈 述 是 
等 价 的 : 
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G) W. gl. dimA<n+1; 

Gi) 每 个 半 自 反 左 4- 模 的 平坦 维 数 委 =; 

GD EA fp BARA 4 模 的 投射 维 数 委 . 

WRA OSG) 设 4 是 任意 半 自 反 左 AK, 于 是 有 正 合 列 
0 一 >~4 —— GAY —+(,A)!/A —>0. A A 是 右 凝聚 环 , HOA) 是 
FHR. Ae H Gi) AY 48. fd. An. 

(i) 过 Gi) 设 B 是 f.p. FARA AH, HARARE, ik 
l. fd4B 二 1. pdaB. 再 由 (ii) 便 得 1. pdaB <a. 

GDS 因 A 是 左 凝 聚 环 , 故 它 的 每 个 f.g. EWW If p. 
半 自 反 左 4- 模 . H Git l. pdaul<n. i l. pda(A/I)<n+1. 于 是 得 
W. gl.dimA<a+1. 

下 面 , 我 们 讨论 {.p. gl. dimA ff f. f. p. dimA. 

定理 7.2. 4(Merae) 设 A 是 任意 环 , n2 是 整数 ， 则 下 列 陈 述 
是 等 价 的 : 

(i) 1. f. p. gl. dimA<n; 

Gi) 每 个 f.p. A A- BEY Xt EN BR EP <n-2. 

证 明 OSGi) 设 4 是 任意 {.p. 右 A- 模 ,于 是 存在 右 4- 模 正 
合 列 

A™—+A”—+4 —»0. 

因而 又 有 左 4- 模 正 合 列 

0 一 4 一 (4 (hm) >Cokerg 0. 
但 Cokerg "是 f.p. AY, 由 (iD 得 1pds(Cokerg <n. 所 以 1.pds(A*) 
<n-2. 

GD>@) RARER ip 左 4- 模 ， 于 是 得 交换 图 


& 


0 —~Kerg > Am >A” >A >0 


|: Jem os ( 1) 
0 —~+(Cokerg”* )*——>(A”)* sE (Amys 
其 中 oym, oo 是 同 构 . 由 (1) 又 得 交换 图 
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0 一 一 Kerg 人 >Img 一 一 >~0 


|: aam Jeu {Img (2) 


0 ——>(Cokerg* )*—> (A )* "£ Img *—0 
在 交换 图 (2) 中 , 因 csm Mo |Img FRAY, RAS, ch 
是 同 构 . FR BIER JI 

0 一 一 (Cokerg 一 一 人 一 一 > 人 一 一 4 一 一 0， 

由 于 OCokerg* Æ f.p. 的 , 根据 (i) 得 1.pds CCokerg’ )* <n-2. W 
l.pd,A<n. WE l. f. p. gl. dimA<n. 

H 2.5 #4 ,l. f.f. p.dimA = Sup {l. pd, AJA Æ f.p. 左 4- 模 ， 
l. pdA< œ}. 显然 , 1 f. f. p. dim AKI. f. p. gl. dimA. 

定理 7.2.5 设 4 是 任意 环 , ”之 2 是 整数 , 则 下 列 陈述 是 等 价 


的 : 

G) 1. f. f. p. dimA<n; 

Gi) EA f.p. A A- 模 的 对 偶 模 的 投射 维 数 三 n-2 或 = 

iA Gi) RARER fp. AAR, I L pda CA" ) 一 co 
a l. pdaCA* )<oo. 如 果 1pds(4 <c, 仿照 定理 7.2.4 的 证 明 ,， 即 
可 推 得 1. pd,CA* )<n-2. 

GDG) 设 A 是 f.p. AAR, Hl pd A<, 于 是 得 正 合 列 

O—>K —F, —F, —A —0, 

HY Fo F, Eig 自由 模 . 由 命题 5. 2. 3 知 , K=B*, B=Cokerg* 
是 f.p. A A. h Fl pdsA<oo, Aik |. pdaK oo. 于 是 由 (ii) 得 
l. pda K =l. pda(B* )<n-2. PRU L pd ASn. 因此 Lf.f.p. dimA<n, 

推论 7.2.6 设 A 是 左 、 右 凝聚 环 , n> 是 整数 ， 则 下 列 陈 述 是 
Sow: 

G) L f. f. p. dimA<n; 

Gi) 每 个 f.p. BARRA ARR EE <n-2 B= oo 

GD EA fp. Ay A-BAT RR AY ETE BM <n 2 或 一 co 

Civ) 每 个 f.p. BRA 4- 模 的 投射 维 数 委 zx-1 或 一 co 
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SS we a 


证 明 SGD 由 定理 7.2.5 知 结论 成 立 . 

GDG) 结论 显然 是 成 立 的 . 

GDS AO 仿照 定理 7.2.5 的 证 明 、 即 可 推 得 . 

(GD 一 (Gv) 设 4 是 {f.p. 半 自 反 左 4- 模 , 因 A 是 左 凝 聚 环 ， 故 有 
正 合 列 


0—+K —F — A 一 ~0， 
其 中 到 是 fg. 自由 模 , KK 是 下 的 f.p. 闭 子 模 . 由 命题 5.1.9 知 , K= 
K" 守 (4')' 衬 (F*/A4*)*. 因 A 又 是 右 凝聚 环 , WA Ef p 的 .其 次 ， 
F* 也 是 f.g. 自由 模 , Mit F*/A* fp. A AR. il. pda(F* /4)* 
=]. pdaK<n-2 =œ. At, |. pdsA<n-1 或 =co. 

GVS KARL: EAR, 因 4 是 左 凝 聚 环 ， 故 得 正 合 列 

0 一 一 开 一 > 一 >A 一 ->0, 其 中 是 f.g. 自由 模 , 玉 是 1p. Æ 

自 反 模 . H GvA l. pdaK<n-1 R=. HMA l pd AS 或 = co. A 
1.{.f.p. dimA<n. 

推论 7.2.7 HARA. CRRA, n>2 是 整数 ， 则 下 列 陈述 是 
等 价 的 : . 
G) W.gl.dimA<n; 
Gi) ET fp FARA AIR HIR R BE ER <n-2; 
(ii) ES fp. Æ A-BAT H BEI E Br? 


7.3 特殊 模 的 对 偶 模 


在 第 五 章 和 在 7.2 节 里 ,我 们 分 别 讨 论 了 关上 凝聚 环 、Noether I 
和 凝聚 环 中 对 偶 模 的 平坦 性 和 投射 性 . 这 一 节 , 我 们 将 研究 对 偶 模 的 
内 射 性 和 特殊 模 的 对 偶 模 . 

定理 7.3.1 设 4 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 .: 

(i) 1. FGT-P. dimA=0; 

Gi) 每 个 f.g. 半 自 反 右 4- 模 的 对 偶 模 是 内 射 模 ; 

Gi) 每 个 f.g. 右 4- 横 的 对 偶 模 是 内 射 模 ; 

Gv) 4 是 左 自 内 射 、VN 正则 环 ; 
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(v) AEA 7-BER. APE. AA ARH; 

(vi) 每 个 f.g. FARA 4- 模 是 内 射 模 . 

WRA Gi) 售 Gv) 即 定理 5.4.8, 故 结论 成 立 . 

OSC) 直接 由 定理 5. 4. 8 的 证 明 可 推 得 . 

@ewid) 由 1.FGT-P. dimA 的 定义 知 ,结论 是 成 立 的 . 

ODG) 设 4 是 {.g. A AR, K 4 也 是 左 x- 凝 聚 环 , 故 由 
定理 5.2.1 知 ,4 Eig FARA AR. 于 是 由 (vi), A’ 是 内 射 模 . 

(iii) 过 Gi) 结论 显然 是 成 立 的 . 

GDd>Wi) 由 (0 知 4 为 左 自 内 射 . 设 4 Big. KARA A- 模 ， 
则 有 正 合 列 


0 一 一 及 一 一 下 一 ~4 一 ~0， 
APF Big. 自由 模 . 因而 又 得 正 合 列 


0 一 ~4: +F*—+C —>0, 


其 中 C=Cokerg’. 又 由 命题 5.2.3 知 , C 是 f.g. FARA 4- 模 ， 且 
K 实 C* .于 是 由 (ii), K 是 内 射 模 . 所 以 ，F 全 天 中 4. 但 4 是 左 自 内 射 
的 , Al F AGE. 故 4 是 内 射 模 . 

定理 7.3.2 设 A 是 左 、 右 凝聚 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 1. f. f. p. dimA<1; 

Gi) 对 每 个 f.p. PARA ARMA, 4 是 投射 模 当 且 仅 当 AER 
射 模 . 

证 明 GO > Gi) 首先 , 我 们 证 明 对 任意 f.g. 投射 左 A- 模 P 的 
每 个 f.g. FRB, YA |. pdiB=0 或 co. SKIERS 0 一 8 一 一 P 
一 >P/B — 0, 其 中 P/B 是 f.p. £ 4- 模 . 若 lpdB8 <œ, Jl 
1.pdatP/B) 二 0. 由 (0) 得 1.pds(P/B) 过 1. $k l. pdaB=0. 

现在 , 设 4 是 任意 {f.p. 半 自 反 右 AR, HA BRR. 于 是 有 
正 合 列 


F, >F, A 0, (1) 
其 中 Fi F: Æ f.g. 自由 模 . 由 (1) 又 得 正 合 列 
0 —+K —F, /A »0. (2) 
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AA BARR M.A K=Img Æ f. p. 的 .于 是 由 (2) 可 得 左 4- 模 的 正 合 
列 


0 一 一 4 > 五 。 一 一 Coker 太 一 0. (3) 
因 A 是 左 凝聚 环 , 故 4 ALL. p. 的 . 因此 Cokerf* Æ f.p. 的 .但 4 是 
投射 模 ， 因 此 1. pda (Cokerf* ) 声 1. 其 次 , Cokerf' 是 f.g. 投射 模 FY 
的 f.g. PE, 由 上 面 证 明知 道 , 1. pda(Cokref* ) 一 0. 因此 (3) 是 分 列 
正 合 的 , 于 是 得 FS =A’ @Cokerf’. LAA 是 半 自 反 的 ,由 (2) 知 K 
WAP) 的 闭 子 模 . 
K=K’”= (Cokerf* )*. 
于 是 F&F ZA (Coker) 2A DK. 
所 以 天 是 Fo 的 直 因 子 . 因而 序列 (2) 是 分 裂 正 合 的 . 故 4 也 是 投射 
模 . 反之 ， 若 4 是 fg. 投射 模 ， 则 4 也 是 投射 模 ， 
GDG) 首先 , 设 B 是 f.p. AREA AM, Hl pd <o. A 
4 是 左 凝聚 环 , 故 有 正 合 列 
0—K —F —B —0, (4) 
HPF fig. 自由 模 , KEÆfp ARE. A l.pdiB<oo, tk 
l.pdsK < œ H. l. pdaK <S l. pdaB — 1. F Æ K R, 可 以 假设 
l. pda8 <1, i K 是 投射 模 . 我 们 要 证 明 1. pda8=0. 由 (4) 得 正 合 列 
0 —+B*—>F* —+F" /B*—>0. (5) 
由 于 B 是 半 自 反 的 , ARK 是 OAT R. 因而 得 天 = 天" 一 
(F*/B*)*. 这 样 便 知 (F*/B*)* 是 投射 模 . 继而 由 Cii) 知 F*/B' 也 是 
投射 模 . 于 是 序列 (5) 是 分 裂 正 合 的 .从 而 得 F* 守 B* 旬 (FF*/B*). 
F2F**=B**Q@(F’/B')* =B OK. 
因此 K 是 下 的 直 因 子 . 最 后 由 (4) 知 也是 投射 模 ,， 即 1. pdaB 一 0. 
HE, 设 4 是 任意 {.p. 左 4- 模 , 且 1.pds4<<co. 因 4 是 左 凝 聚 
环 ,， 故 得 正 合 列 


0 =B >F 一 一 人 +O, 
其 中 B. 是 f.g. AH, B 是 f.p. 半 自 反 模 .继而 由 上 面 证 明知 ， 
l.pd,B=0. $k l. pd AK1. 于 是 得 1.1.f1.p.dim4 委 1， 
推论 7.3.3 设 4 是 左 、 右 Noether 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
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G) 1L f. f. p.dimA<1; 

GD 对 每 个 f.g. 半 自 反 右 4- 模 4，4 是 投射 当 且 仅 当 4 ERI 
模 . 

下 面 的 讨论 , 主要 参考 文献 [110], 着 重 解决 何 时 投射 (内 射 或 平 
坦 ) 模 的 对 偶 模 是 投射 (内 射 或 平坦 ) 模 . 

命题 7.3-4 设 A 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

O ARARRH ; 

Gi) 每 个 投射 左 A- 模 的 对 偶 模 是 平坦 模 ; 

(iii》 每 个 自由 左 A- 模 的 对 偶 模 是 平坦 模 . 

证 明 OSG) 设 P 是 投射 左 AK. 由 定理 1.1.1 知 , FER 
射 模 Q 使 得 

P@Q=A”. 

于 是 得 P'OQ’ =A. AABLRRH, 故 根据 定理 1.3.7 知 A 是 平 
坦 右 4- 模 . 所 以 P* 是 平坦 模 . 

GDG) ”结论 显然 是 成 立 的 . 

Gi) 二 G》 BLE, WERE]. 有 

Al=[GA) "J =Hom GA” , A). 

ALLA RAAR, 故 由 (Gi) 知 [a4J] "是 平坦 模 ， 所 以 A, 是 平坦 的 . 故 
由 定理 1.3.7 知 4 是 左 凝 聚 环 . 

命题 7.3.5” 设 A 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) A 是 右 完全 、 左 凝聚 环 ; 

Gi) RNA A- 模 的 任意 直 积 是 投射 模 ; 

GD AL 是 投射 模 , 了 是 任意 集合 . 

(文献 [18] 定 理 3. 3). 

定理 7.3.6 设 A 是 任意 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 右 完全 、 左 凝聚 环 ; 

Gi) 每 个 投射 左 4- 模 的 对 偶 模 是 投射 模 ; 

Gil) 每 个 自由 左 4- 模 的 对 偶 模 是 投射 模 . 

证 明 GDSGD 结论 显然 是 成 立 的 . 

(一 (ii) R PERHE AK, 由 命题 7.3.4 知 , P' 是 平坦 模 . 

245 


ee 


又 因 A 是 右 完全 环 , 故 根 据 定理 1.7.12 WP REWER. 

(ii 一 (iD 事实 上 , 对 任意 集合 1, DA 

A= [GA ] =Homs aA, AV=T,A? J". 

AA 是 投射 模 ， 故 44” 也 是 投射 模 . 由 (ii) 知 (a4"”)* 是 投射 模 . 从 而 
A, 也 是 投射 模 . 于 是 由 命题 7. 3. 5 知 A 是 右 完全 、 左 凝聚 环 . 

命题 7.3.7 i AA. A Noether 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(i) 4 是 QF- 环 ; 

Gi) 每 个 投射 左 4- 模 和 每 个 投射 右 A- 模 是 内 射 模 ， 

Gii》A 关于 左 理想 和 关于 右 理想 满足 极 小 条 件 , HALAAM As 
是 内 射 的 . 

证 明 OSG EORI, 由 于 每 个 投 pr 
射 模 是 自由 模 的 直 和 项 ,因此 我 们 仅 需 证 明 每 
个 自由 左 4- 模 是 内 射 模 . S F-O.c4 828 f 
左 A- 模 , 这 里 A= A, Y xcE 了 考虑 图 (6) ,这 
BL 是 左 理想 ,Inc 表示 包含 映射 . 因 A 是 左 
Noether IR, L Æ f.g. 的 , 故 Imf 必 被 包含 在 
F 的 一 个 直 和 项 PA. m E = Aaea, 
HEA HE. B.A 是 内 射 模 ,所 以 PEA SF 
模 . 于 是 由 Baer 准则 , 存在 4- 同 态 ¢:A—F' 
使 图 7) 是 交换 的 . 显然 , 同 态 g 也 使 得 图 (6) 
是 交换 的 , 故 由 Baer 准则 , F 是 内 射 模 . 

同 理 , 每 个 投射 右 4- 模 是 内 射 模 . 

BGO RW, Aad 和 A, 是 投射 模 , BAM A, 是 内 射 模 , 且 4 是 
左 、 右 Noether 环 . 因而 A 是 QF- 环 . 

GDG) 结论 显然 是 成 立 的 . 

OSGi 因 4 是 QF- 环 , 由 定理 7.1.2 的 证 明知 ,as44 定义 一 
个 Morita 对 偶 . 令 LUGAS 经 (4) 分 别 表 示 4 的 所 有 左 理想 和 所 有 
右 理想 组 成 的 集合 , WEB IEC SGA). REIS Anal. 由 定理 
5.1.11 可 知 , 这 是 SOM L (A) aA AGS AA. 

现在 , Rin. JET) BM A 的 任意 左 理想 的 集合 , 且 它 没有 极 小 
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T. WiAnn, 五 ,|a€ET} 是 环 的 右 理 想 的 集合 , 且 没 有 极 大 元 . 这 与 A 
是 右 Noether WF), AEH lED ARDT. i A 关于 左 理想 满 
足 极 小 条 件 . 类 似 地 , 可 以 证 明 4 关于 右 理想 满足 极 小 条 件 . 

定理 7.3.8” (Faith-Walker) 环 A 是 QF- 环 当 且 仪 当 每 个 内 射 
A 4- 模 是 投射 的 (文献 [32] 定 理 24. 12). 

定理 7.3.9 设 4 是 任意 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(i) 4 是 QF- 环 ; 

Gi) ST} AHA 4- 模 是 半 自 反 的 , 且 每 个 平坦 左 4- 模 的 对 偶 模 
是 投射 模 ; 

GD 每 个 内 射 右 4- 模 是 半 自 反 的 , 且 每 个 投射 左 4- 模 的 对 偶 模 
是 投射 模 ; 

(iv) 每 个 内 射 右 A- 模 是 半 自 反 的 ， 且 每 个 自由 左 4- 模 的 对 偶 模 
是 投射 模 . 

证 明 SD) > Gi) 因 A 是 QF- 环 , 由 命题 7.3.7 知 , 每 个 内 射 右 
4- 模 是 投射 模 ， 从 而 是 半 自 反 模 . 其 次 , 设 U 是 平坦 左 AR, AAR 
QF- 环 , 根据 命题 7.3.7, ABA Artin 环 . 从 而 由 定理 1.7.12 知 ，4 
是 左 完全 环 . HU 是 投射 左 AK. VA QF- 环 是 右 完全 、 左 凝聚 环 ， 
故 由 定理 7.3.6, RU’ 是 投射 模 . 

G>GiD>Gv) 结论 显然 是 成 立 的 . 

iw>G@) KREBAHAAE, 则 五 "是 左 4 人- 模 . 因而 有 左 4- 模 
正 合 列 下 一 >E' 一 >0, 其 中 下 是 自由 模 . 于 是 又 得 正 合 列 0 一 >E** 


F AGOA E EKBAR, 即 序列 0 一 >E >E*“ 正 合 , 故 
E 可 以 看 作 下 :的 子 模 . 但 已 是 内 射 , 所 以 已 是 严 "的 直 因子 . 另外, 由 
GVA Fo RRA. 所 以 它 的 直 因子 也 是 投射 模 . 这 样 ， 每 个 内 身 
右 4- 模 是 投射 模 . 故 由 定理 7. 3.8, 4 是 QF- 环 . 

命题 7.3. 10 设 4 是 交换 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 ; 

G) Id,A=0; 

Gi) 每 个 平坦 人 模 的 对 偶 模 是 内 射 模 ; 

GD 每 个 投射 A- 模 的 对 偶 模 是 内 射 模 . 
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证 明 O> 设 U 是 平坦 A- 模 ,A 是 任意 AR. AGMA 
是 内 射 AM. 于 是 得 
Ext,(A, U*)Hom,(Tor#(A, U), A). 
AU 是 平坦 模 , 故 Torf (CA, U)=0. Mi Ext} CA, U*)=0. 所 以 
U* 是 内 射 模 . 
G>Gd>@ 结论 显然 是 成 立 的 . 
命题 7.3. 11 设 4 是 交换 凝聚 环 ， 且 Id,A=0, MA SR 
模 是 内 射 模 . 
WR i EBA A. 4 是 任意 f.p. AR, 因 人 是 交换 凝聚 
坏 ， 故 得 
Tor? (E,A)2Tor4(Hom,(A,E),A)&Hom,(Exth(4,A),£). 
XA Id,A=0, & Exth(A, A)=0, 从 而 得 Torf(E, A)=0. 所 以 是 
平坦 模 . 再 由 命题 7. 3.10 可 知 , E EAR. 
定理 7.3. 12 设 A 是 交换 凝聚 环 , 且 Id,A=0, 则 4 是 QF- 环 当 
且 仅 当 对 每 个 ABE, 五 是 内 射 模 全 五" 是 平坦 模 . 
证 明 若 4 是 QF- 环 , 令 巨 是 内 射 模 , 4 是 任意 f.p. AK. AA 
是 交换 凝聚 环 , 日 A 是 内 射 A- 模 ， 故 得 
Tort(E*, A)=Tort(Homs(E, A), A)&Hom, (Ext (A, E), A). 
(LE BAG. 故 Exti(4, E)=0. Min 
Tort (E*, A)=0. 
所 以 五 "是 平坦 模 . 现在 , RE EPR, 因 A 是 QF- 环 , 故 4 是 
Noether #, H. A 是 内 射 AH. 从 而 对 任意 f.g. AR A, DA 
Tort(E*, A)=Tor*(Hom,(E, A), A) 
~Homy,CExt\(A, E), A). 
又 因 E* 是 平坦 模 , 故 Tors(E*, A=0. 于 是 得 
Hom,(Ext,(A, E), A)=0. 
但 4 是 QF- 环 , 它 是 一 个 内 射 余 生成 元 ， 从 而 有 Exth(A, E)=0. 所 
WE BAK. 
反 过 来 , 因 Id, A=0, 故我 们 仅 需 证 明 A 是 Noether 环 . i E= 
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中 ;er 五， 其 中 每 个 E; E A 4- 模 ， 则 E* =e E; . Al EF 是 平坦 模 ， 
H 4 是 凝聚 环 , 故 由 定理 1. 3,7 知 巨 * 是 平坦 模 . 因此 五 是 内 射 模 . 于 
是 由 定理 1.1.5 知 A 是 Noether m. 所 以 A 是 QF- 环 . 


7.4 半 局 部 环 上 G-Matlis 对 偶 模 


在 这 节 里 ，4 始终 表示 交换 半 局 部 环 ，v 是 环 A 的 Jacobson 根 ， 
E (A/J) Æ A- 模 A/J 的 内 射 包 络 . Belshoff 在 文献 [14] 中 研究 了 
Matlis 自 反 模 . 我 们 将 引进 G-Matlis 对 偶 模 概念 , 讨论 G-Matlis A 
反 模 4 与 对 偶 模 A” 间 的 同调 维 数 的 关系 ,以 及 在 交换 Noether 完备 
半 局 部 环 上 ， 函 子 Hom, ©, Ext 和 Tor 保持 自 反 性 问题 . 

定义 设 4 是 半 局 部 环 ，4 AR, ic 

A’ =Hom,(A, ECA/J)), 
并 把 它 称 为 模 4 的 G-Matlis 对 偶 模 . > 
oa: A —— AIE oala) =Gla), Y aE A, GEA’. 

则 cs 是 一 个 A- 同 态 , A cs 是 一 个 同 构 ， 则 称 4 为 G-Matlis 自 反 模 . 

命题 7.4.1 设 4 是 半 局 部 环 , 4 是 G-Matlis 自 反 模 , 则 Id A< 
fda A". 

证 明 # fds =œ, 则 显然 结论 是 成 立 的 . 

ME. 设 {ds4" 一 n 二 co， 于 是 得 正 合 列 

0 —>+F, —>F,,,—> +> F, —> A’ ——>0, 
其 中 每 个 F; 是 平坦 A- 模 . 因而 序列 
0 — A" —> F; — FaF; —>0 

是 正 合 的 . 因 AJ BERR, 故 EC(A/J) 是 内 射 余生 成 元 , 于 是 每 个 
FY 是 内 射 A- 模 . MO Ida A™ <n, (A AZ A”, WA Id, ASfd A”. 

命题 7.4.2 设 4 是 凝聚 半 局 部 环 ，4 是 内 射 4- 模 , 则 4” 是 平 
H A- 模 . 

证 明 设 I 是 4 的 f.g. 理想 , 因 A4 是 凝聚 环 , MI Rip. 的 , 于 
是 有 同 构 
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1: IA" —~Hom,(Hom,(], A), ECA/J)). 
由 于 0 一 1 一 >A 一 >4/1 一 >0 正 合 , 且 4 是 内 射 模 ， 因 此 
得 正 合 列 
0 —+Hom,(A/IT, A)——Homs(A, A)—*Hom,(], A)—0. 
因而 有 交换 图 
0 —+I®,Hom,(A, E(A/J))—>A®,Homys(A,ECA/J)) 


nm |n (1) 


0 —+Hom,(Hom,(/,A),E(A/J))—+Hom,(Hom,(A, A) ,E(A/J)) 
EP p, 74 是 同 构 ， 下 一 行 正 合 .继而 由 图 (1) 的 交换 性 知 ， 上 一 行 也 
IER. 故 AY 是 平坦 模 . 
定理 7.4.3 设 4 是 凝聚 半 局 部 环 , A 是 G-Matlis 自 反 模 ， 则 
Id,4=fd,A". 
证 明 由 命题 7.4.1, 我 们 仅 需 证 Id, AS fdyA’. 
若 Id,A=%, 则 显然 结论 是 成 立 的 ， 
若 Idi4= mr<ce,， 则 得 正 合 列 
0 一 一 4 —+X, 一 一 … 一 一 X, —>0, 
其 中 每 个 X; 是 内 射 AB. 又 由 哨子 Homa(-, ECA/J)) ,得 正 合 列 
0 — X] —»--. + XY — A" —>0. 
并 由 命题 7.4. 2 知 , 每 个 X; 是 平坦 模 . 所 以 fda A <n. 于 是 得 Ids A 
=fd,A". 
命题 7. 4.4 设 4 是 半 局 部 环 , ARAB, B 是 4 的 子 模 , WA 
是 G-Matlis RR 24H (4 BM A/B Æ G-Matlis ARE. 
证 明 因 (A/J) 是 内 射 模 , 故 得 交换 图 
0 —+B 一 -~4 —>A/B—>0 


Jor foo 


(0) > BY +» A'V—_-»+(4/B)'¥—+0 
HTH ES. 垂直 映射 都 是 4- 单 同 态 . 从 而 ,cs 是 同 构 当 且 仅 当 or 
和 ous Ft, B 4 是 G-Matiis BRAY AWY4 BA A/B 是 
G-Matlis 自 反 模 . 
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命题 7.4.5 设 4 是 Noether 半 局 部 环 ， 则 每 个 ig 4- 模 是 
G-Matlis 自 反 模 当 且 仅 当 4 是 完备 环 . 并 且 , 当 4 是 Noether 完备 的 
半 局 部 环 时 , 每 个 Artin BA ECA/J) G-Matlis 自 反 模 . 

证 明 若 每 个 fg. A- 模 是 G-Matlis 自 反 模 , 则 4 是 G-Matlis 自 
反 的 . 于 是 得 

AZ A‘ =Hom,(Hom,(A, ECA/J)), ECA/J)) 
DB",_ ,Homa( EC(A/m), E(A/m;)). 
这 里 m, m 是 A 的 极 大 理想 . 车 ij, 则 Homa(E(CA/mi), ECA/m,;)) 
一 0. 因而 得 
ASi Homa( E(A/m), E(A/ mN SO- An, =A. 
所 以 A 是 完备 环 . 

反 过 来 , 设 4 是 fg.A- 模 ,， 则 存在 一 个 自然 数 n， 使 得 
4 一 一 4 一 ~0 正 合 . 因 4 是 完备 的 , 由 上 面 讨论 知 4 是 G-Matlis A 
RR. 因此 A? th G 一 Matlis 自 反 模 . 再 根据 命题 7. 4.4 便 知 , A 
的 商 模 4 是 G-Matlis 自 反 模 . 

最 后 ， 若 A 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 , 易 知 ECA) 是 
G-Matlis 自 反 的 . 现在 , 设 4 是 Artin4- 模 , 则 存在 一 个 自然 数 1, 使 得 
E(A)=E(A/m)@-@E(A/m,). 这 里 m, m, m BEA 的 极 大 
理想 , 因 ECA/J) dE G-Matlis 自 反 的 , BR ECA/m) O DE CA/m) E 
是 G-Matlis 自 反 的 , Bl ECA) Æ G-Matlis 自 反 模 . 

推论 7.4.6 设 A 是 Noether CBM EMMA, AMBE 
G 一 Matlis 自 反 模 ， 则 Hom,(A, B) 也 是 G-Matlis ARE. A 

Hom,(A, BY =A@,B". 

命题 7.4.7 设 A 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 , ESEJ). 对 
THRE n, 令 S 和 BB 分别 是 A 和 EE" 的 子 模 ， 则 

G) S'&Hom, A/S, E), E/S'=Hom,(S, E), S"=S; 

Gi) B'&Hom,(E™ /B, E), A™®/B'œ=Hom,(B, E), B"=B; 

(iii) & X MY 45 fe H Noether A-# 40 Artin 4- 模 组 成 的 全 子 
范畴 , 则 函 子 Homa( 一 , 五 ) 建 立 了 X MY ZER 1-1 对 应 ,这 里 3 = 
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Anna S, B'=Ann.ew,B. 

证 明 由 命题 5.1,9 得 

S’Hom,(A’’/S, E), B'SHom(E™/B, E). 
XA 0 一 ~ —+A"—>A” 一 >0 正 合 , HE BARE, WIE 
合 列 
0 ——Hom, (4A /S, E)—»Hom,(A”’, E)—>Hom,(S, 五 ) 一 一 0. 
但 S’=Hom,(A'’/S, E), E =Hom, A” , E), Hk 
Homa (S, EDZE” /S'. 

同 理 , Homy(B, EDZA /B'. 

其 次 , Al A & Noether #, A” © Noether 4- 模 , fk S 是 fg, A- 
模 . 又 因 A 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 , 由 命题 7.4.5 FI. S 是 G- 
Matlis 自 反 模 . 于 是 得 

S=Hom,(Hom,(S, E), E)=Hom,(E®/S', E)ZS". 

又 由 命题 7.4.5 知 , E 是 G-Matlis ARE, Am EM EO WSK B 
也 是 G-Matlis RRR. 于 是 得 

B= BY’ =Hom,(Hom,(B, E), E)Hom,(A’/B', ESB". 

最 后 , 设 4 是 Noether 模 , 则 存在 一 个 自然 数 n, 使 得 A= 
A/S, SÈ AV HFR. HOA A” =Hom,(A"/S, E)=S'. HE” 
是 有 限 余生 成 的 , he E” E Artin 模 . 从 而 它 的 子 模 $' Artin 模 . 所 
以 4 是 Artin $. 如 果 A 是 Artin 模 , AE 是 余生 成 元 , 于 是 存在 一 
* BRR n 使 得 4 与 "的 一 个 子 模 同 构 . 继而 由 (ii) 可 得 4' = 
Hom,(A, E)ZA™/S. W A’ 是 Noether 模 . 

定理 7.4.8 设 4 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 , ESEA) 若 
A 是 Artin4- 模 , 则 pdaA”=Id4A. 

证 明 因 A 是 Noether 完备 半 局 部 环 , 且 A 是 Artin 4- 模 ,由 命 
题 7.4.5, 故 A 为 G-Matlis 自 反 的 . 根据 定理 7.4.3 得 Id, A = fd A". 
MA A Æ Artin 模 ,由 命题 7. 4.7,A" 是 Noether 模 , 且 A X Noether 
环 .于 是 又 得 fdsa4"= 二 pdsA". 所 以 Ids44==pdn4”. 

下 面 , 我 们 假定 4 始终 表示 交换 Noether 完备 的 半 局 部 环 , E= 
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ECA/J). 在 这 种 假设 下 , 由 推论 7.4.6 知 , 4 A A BS G-Matlis É 
RAJ, M Hom,(A, 互 ) 也 是 G-Matlis 自 反 的 ， 又 根据 命题 7. 4. 4 和 命 
题 7.4.5 知 ,下 (4A/J) 定 义 了 一 个 Morita 对 偶 . 下面, 我 们 主要 证 明 : 
若 4 和 互 是 G-Matlis 自 反 的 , M ACB, Ext,(A, BAM Torf (A, B) 
be FL G-Matlis 自 反 的 . 

命题 7.4.9 设 A 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 , AMBER 
G-Matlis 自 反 A- 模 , 则 ASB Æ G-Matlis 自 反 的 , FFA CARBS 
Hom,(A, BY). 

证 明 AA Hom, AQB, E)=Hom,(A, Hom,(B, E)), 所 以 
(A®,B)” ~Hom,(A, BY). X B 是 G-Matlis 自 反 的 , 易 知 B 也 是 
G-Matlis 自 反 的 . 应 用 推论 7. 4.6，Hom4(4，B") 同 样 是 G-Matlis 自 
反 的 .于 是 (4 的 4B)* 是 G-Matlis BRAK. 所 以 AWB 也 是 G-Matlis 
自 反 的 . 

引 理 7.4.10 设 A 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 ，4 G-Matlis 
ARE, BE Artin &, 则 Ext\(A, B)EG-Matlis 自 反 的 . 

证 明 PUR B 的 极 小 内 射 分 解 

0 +B +E, SE > EE O) 
A B 是 Artin 模 , 故 每 个 E, 是 Artin 模 . 令 C= 二 kerdh ,由 (2) 得 复 形 
---—+Hom,(A,E,.,)—~Hom, (A. £,,) Hom, (A, Enp) ett. 
于 是 得 


a „~ ker Hom(A, d,) . Hom, CA, C) 
Exta(A, BI Hom, d5 Im Hom(A, dy 


因 E, 是 Artin 模 ,， 故 根据 命题 7.4.5 知 E, 是 G-Matlis 自 反 的 . 从 而 
它 的 子 模 C 是 G-Matlis 自 反 的 .于 是 由 推论 7.4.6 知 ，Homa(4，C) 
是 G-Matlis 自 反 的 . Aik, ExtiCA, B) Æ G-Matlis 自 反 模 . 

与 引 理 7.4.10 对 称 地 又 有 以 下 引 理 , 其 证 明 留 给 读者 . 

引 理 7.4.11 设 4 是 Noether 完备 的 半 局 部 环 ， A 是 Artin 模 ， 
B 是 G-Matlis 自 反 模 , 则 Exti (A, B)Æ G-Matlis 自 反 的 . 

引 理 7.4-12 i Ad Noether 完备 的 半 局 部 环 , A 是 f.g. 模 , B 
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是 G-Matlis HR, W Ext,(A, B)#G-Matlis 自 反 的 . 

证 明 ARB HG Matlis 自 反 的 , 故 存在 正 合 列 

0 —+C —>B —> B/C —>0, 

其 中 C 是 B 的 f.g. FR, B/C È Artin 模 . 从 而 又 得 正 合 列 

s+ Ext4(A, C)—>Exti(A, B)—~Exti(A, B/C)—>-. 
AAMC Zig. 的 , 且 A 是 交换 Noether H, 故 由 命题 3.1.5 知 
Exti(A, OÆ f.g. 的 ， 从 而 ExtiCA, C)# G-Matlis ARAN. MAA 
是 G-Matlis 自 反 的 ，B/C 是 Artin MM, 故 由 引 理 7.4.10 知 
Exti(A, B/C) 是 G-Matlis 自 反 的 . 所 以 Ext*(A4, B) 也 是 G-Matlis A 
R. 

命题 7.4.13 if A Æ Noether 完备 的 半 局 部 环 ，, AA BEG- 
Matlis 自 有 反 模 , 则 Ext,(A, Bf G-Matlis 自 反 的 . 

证 明 因为 4 是 G-Matlis A RK, 所 以 存在 正 合 列 0 一 >C 
一 4 一 4/C 一 >0, HPC RA IW fg. T, A/C 是 Artin 模 . A 
而 又 得 正 合 列 


so Exta( A/C, By Ext (A, B)—>Ext\(C, B) 
— > Exty (A/C, B>. 


所 以 序列 
0 —>kerg —>Ext,(A, B)—+Img —~>0 

ES. A A/C 是 Artin 模 , B 是 G-Matlis BRA, 故 由 引 理 7. 4.11 知 
Ext,(A/C, B) 是 G-Matlis 自 反 模 . 从 而 Imf=kerg 也 是 G-Matjis 自 
反 的 .又 因 C 是 f.g. 的 , BÆ G-Matlis BRA, 故 由 引 理 7. 4. 12 得 
Ext,(C, B)Æ G-Matlis 自 反 模 . 从 而 Img 也 是 G-Matlis 自 反 的 . 所 
以 Exti(A, B)Æ G-Matlis 自 反 模 . 

命题 7.4.14 设 A 是 Noether ZEHRA, AM B ÆG- 
Matlis 自 反 的 , 则 Tor?(A, B)Æ G-Matlis g RE. 

证 明 首先 , 有 

Tori(A, B)’=Exti(A, BY). 
Al B  G-Matlis 自 反 的 , 故 BY 也 是 G-Matlis 自 反 的 . MAA 是 G- 
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Matlis 自 反 的 , 故 由 命题 7. 4. 13 知 Exti(A, BY) #G-Matls8# RN. 
从 而 Tori (A, BO“ 也 是 G-Matlis 自 反 的 . 所 以 Tor*(4，B) 是 
G-Matlis 8 Rf. 


7.5 关于 内 射 余生 成 元 的 对 偶 模 


G-Matlis 对 偶 性 ,实际 上 是 讨论 半 局 部 环 上 的 模 关 于 内 射 余生 成 
元 EC(A/J) 的 对 偶 模 间 的 性 质 . 这 一 节 , 我 们 将 研究 任意 交换 环 上 关于 
一 般 内 射 余 生成 元 的 对 偶 性 问题 . 

Fit, A 始终 表示 交换 环 , ERRORS. 的 内 射 余生 成 元 , 把 
A- A XF E KIB Hom, (A, DEA A’. 

命题 7. $5.1 设 4 是 任意 AR, 则 {fd44==1d4A4.. 

证 明 AE RARE, RG 

Ext} (B, Hom,(A, E))2Hom,(Tors(B, A), E), 
这 里 B 是 任意 AR. ATE 是 内 射 余 生成 元 , 因此 得 
Ext,(B, A°)=0@Tor4(B, A)=0. 

所 以 fda A =Id, A". 

推论 7.5.2 R ARREAK, WARP ROCA 是 内 射 模 . 

fim 7.5.3 i A Æ Noether 环 ,4 是 任意 4- 模 ， 则 Ids4 = 
fda A’. 

证 朋 E A Æ Noether B®, HE BARE, HE 

Tor4(Hom,(A. E), B)2=Hom,(Ext;(B, A), E), 
这 里 B 是 任意 {.g. 4- 模 . 由 于 五 是 内 射 余 生成 元 ， 因 此 
Tor4(4 B)=0OExt(B, A)=0, 

所 以 1d4A=fdyA'. 

推论 7.5.4 i AF Noether 环 , 则 4 是 内 射 模仿 4 是 平坦 模 . 

下 面 ,应 用 特殊 模 的 对 偶 模 刻画 一 些 环 类 . 

引 理 7.5.5 设 0 一 一 4 一 ~ 有 一 ~C 一 >0 是 4- 模 正 合 列 ， 则 下 
列 陈述 是 等 价 的 : 
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G) 0 —+A —>B 一 >C 一 ->0 是 纯正 合 的 ; 

Gi) 0 一 >~C 一 一 有 一 一 4 一 >0 是 纯正 合 的 ; 

Gi) 0 一 >C — B 一 4 一 0 是 分 裂 正 合 的 . 

证 明 H EEKE, 故 0 一 ~C 一 一 局 一 ~4 一 >~0 BEA 
的 . 

G)=> Gi) 因 0 一 一 4 一 BB 一 >C 一 一 0 是 纯正 合 的 ， 故 
0 一 A444 一 一 4 QB —* AOC 一 >0 正 合 . 于 是 得 交换 图 


0 —+Hom,(A‘, C)—Hom, CA", B)—+Hom, (4°, A’) 
y y y 

0—4 QC — ARB — (ARA) —0 
其 中 行 皆 正 合 , $ ERNE EAM. 因此 f 是 一 个 满 同 态 ， 所 以 
0 — C —+B* 一 一 4 一 一 0 分 裂 正 合 . 

GDG 结论 显然 是 成 立 的 . 

GDS) H 0—>+C’ 一 一 有 一 一 4 一 ~0 是 纯正 合 的 ， 故 由 定 
理 1.2.6 得 正 合 列 

0 一 ~ 有 om (K, C’)—+Hom,(K , B’)—»~Hom,(K. A‘)——0, 
其 中 天 是 任意 f.p. AK. 从 而 又 得 交换 图 
© 0-+Hom,(K, C’)>Hom,(K, B)>Hom,(K, A’)->0 
y y ý 

0 一 (KGQAC) 一 KOB + (K@,A>0 
其 中 上 行 正 合 , ARYE ER. 因此 下 一 行 也 是 正 合 的 . (HER 
内 射 余 生成 元 ， 所 以 序列 

0 一 一 区 CA4 一 天 的 48 —KQ,C —0 

ES. i 0 一 ~4 一 一 5 —>C —>0 是 纯正 合 的 . 

推论 7.5.6 KARAM, 车 A' 是 平坦 的 , 则 4 是 FP- 内 射 模 . 

证 明 设 0 一 >4 一 8 一 >C 一 一 0 是 任意 A- 模 正 合 列 , 于 是 知 
序列 


0 一 一 C 一 ~ 有 — A —+0 (1) 
也 是 正 合 的 . A A 是 平坦 模 , 故 由 命题 1. 2. 5 知 序列 (1) 是 纯正 合 的 . 
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从 而 根据 引 理 7. 5. 5, 序列 0 一 A 一 >B 一 >C 一 ->0 也 是 纯正 合 的 . 
于 是 根据 定理 2. 5. 1, A 是 FP- 内 射 模 . 

定理 7.5.7 设 4 是 任意 交换 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 凝聚 环 ; 

Gi) 对 任意 A-# A, FP-Id,A=fdsA’; 

GD A- A 是 FP- 内 射 模仿 4° 是 平坦 模 ; 

Gv) Æ A-R A EAE, M A 是 平坦 模 ; 

(v) 若 A 模 4 是 内 射 模 (FP- 内 射 模 ),，B 是 内 射 AK, m 
Homa(A,，B) 是 平坦 模 . 

证 明 => Gi) A A 是 凝聚 环 , 故 得 

Tor*(Homas(A,E),B)Homa(Ext(B, A), E), 
HF B 是 f.p. AIR. AT FE 是 内 射 余 生成 元 ,因此 得 
Tor*(A’, B)=0OFExt%(B, A)=0. 

所 以 fd,A°=FP-Id,(A). 

(iD 一 (iii) 和 (ii 一 (iv)、(v) 一 (iv) 结论 显然 是 成 立 的 . 

GD>G) 设 7 是 任意 指标 集 , AA 是 平坦 模 , 故 由 推论 7.5. 2 
知 (42) 一 (全 ) EKIH. REGDA AVY 是 平坦 模 . (AEE 
是 内 射 , 于 是 (A) 为 FP- 内 射 , 从 而 由 定理 2.5.1 知 0 一 > CA)” 
— (NAY 是 纯正 合 的 . 这 样 , 根据 引 理 7.5.5， 序 列 [(4) 一 > 
[CAD J 一 一 0 FRIES. BLA?) BCA) HHA. 因而 
[LCA)”J 是 平坦 模 . 但 [CMA) 中 了 实 CA“*)*， 所 以 CA“)' 为 平坦 模 . 另外 ， 
易 知 4 是 A AEF RR, Alt A CA)! 的 纯 子 模 . 考虑 纯正 合 列 

0 — N — 4Y —+(A")‘/ A’ —>0, 

EPA 是 平坦 模 . 根据 命题 1. 2.5 CA) / A 是 平坦 模 ， 所 以 A 
也 是 平坦 模 . 从 而 由 定理 1.3.7 知 4 是 凝聚 环 . 

(iv)> ii) ÆA 是 平坦 模 , 则 由 推论 7.5.6 知 4 是 FP- 内 射 
模 . 反之 , & 4 是 FP- 内 射 模 , 则 根据 定理 2.5.1 知 正 合 列 0 一 一 
A 一 >E(4) 是 纯 的 , REE ADRK ANAW AA. 又 由 引 理 7.5.5 
知 , A 是 LE(A)] 的 直 因 子 .但 是 按 (iv) 可 知 ,LE(A)J 是 平坦 模 ， 所 
以 A 是 平坦 模 . 
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Gid=() 设 A4 是 FP- 内 射 模 ,，B 是 内 射 模 . AE 是 余生 成 元 ， 
故 必 存在 指标 集 1, 使 得 序列 0 一 >B 一 ->E' 正 合 . 但 B 是 内 射 , 故 这 
个 序列 是 分 裂 正 合 的 . 因而 BEE 的 直 因 子 , 即 E'= BC. 

Hom,(A, E')=Homa(A, BOC) 
~Hom,(A, B)\OHom,(A, C), 
Hom,(A, E')Hom,(A, E)'= (4°)'. 

因此 Hom,(A, BDAV WARF. AGDA A SE RERHA A 是 
平坦 模 , 因此 (4*) 是 平坦 模 . 所 以 Hom,(A, B) 为 平坦 模 . 

推论 7.5.8 设 4 是 半 局 部 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 凝聚 环 ; 

GD 对 任意 A- 模 A, FP-Id,A=fd,A"; 

Gii) A- 模 4 是 FP- 内 射 模 司 4” 是 平坦 模 ，; 

Gv) Æ AK A 是 内 射 模 , 则 AY 是 平坦 模 ; 

(v) GAM A BARR (CFPARH). BEA H AK. Wl 
Hom,(A, BE FIA. i 

定理 7. 5.9 设 A 是 任意 交换 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

G) A 是 Noether 环 ; 

Gi) 对 任意 4- 模 A, Id,A=fd, A"; 

GD A- 4 BARHOCA 是 平坦 模 . 

证 明 因 Noether 环 上 模 的 内 射 性 与 FP- 内 射 性 是 一 致 的 , 故 由 
定理 7.5. 7 FIG) => Gi) Raz. 另外 ，( 让 ) 过 (二) 显然 是 成 立 的 . 

(ii) 坟 GG》 设 {E:|E; 是 内 射 AH. VIET), ACO b= 
TLE). GDA ES 是 平坦 模 , YEL 并且, 应 用 定理 7.5.7 可 知 


4 为 凝聚 环 . MILF 是 平坦 模 . MAMO EN 为 平坦 模 . 又 由 (iii) 
知 中 ,cj 五 是 内 射 模 ， 于 是 根据 定理 1.1.5, 4 是 Noether 环 . 
Hit 7.5.10 设 4 是 半 局 部 环 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) A Æ Noether 环 ; 
Gi) 对 任意 4- 模 A, Id1A=fd, A’; 
(iii) 4- 模 4 BARHCA 是 平坦 模 . 
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定理 7.5.11 设 4 是 任意 交换 环 ， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
G) A 是 Artin 环 ; 
GD 对 任意 A- 模 A, FP-Id,A=Id,A=pd,A’; 
Gii) 4- 模 A 是 FP- 内 射 模仿 4 BRAK; 
(iv) 4- 模 4 是 内 射 模 全 4 是 投射 模 ; 
(v) Æ 4 模 4 是 内 射 模 (FP- 内 射 模 ),， 瑟 是 内 射 模 ， 则 
Hom,(A, BRA E. 
证 明 (Si) AA Artin m, 故 由 定理 1.7.12 MABE 
全 环 . 从 而 根据 定理 6.5.5 得 fdi4“=pdi4“. 又 因 人 是 Noether 环 ， 故 
由 定理 7. 5. 9 便 得 
FP-Id,A=Id,A ={d,A’=pd,A’. 
GD>Gi) 结论 显然 是 成 立 的 . 
GDG) 设 了 是 一 个 无 限 集 ， 且 CardISCardA, KH Card 表 
示 集 合 的 基数 . AA BANE. KAD? H FP-AWK. 于 是 由 Gii) 
[ADP] 是 投射 模 , ACA EECA, REAO 是 投射 模 . 另外 ， 
因 A 是 A“ 的 纯 子 模 , 故 A 也 是 投射 模 人 4) WATR. 从 而 入 是 自 
HOA 的 纯 子 模 , HAHA, Voa 所 以 A 的 任意 主 理想 链 满足 降 
链条 件 ， 于 是 由 定理 1.7.12 知 4 为 完全 环 . 其 次 , AA A 是 FP- 内 
射 模 当 且 仅 当 A 是 投射 模 , 故 由 定理 7.5.7 可 知 4 为 凝聚 环 . 这 样 ， 
4 是 完全 环 且 是 交换 凝聚 环 . 故 A 是 一 个 Artin 环 . 
(ii) 过 (iv) 结论 显然 是 成 立 的 . 
(iv) 过 (Gi) 与 定理 7.5.7(iv) 一 (iii) 是 类 似 的 . 
(一 (v) 设 4 是 FP- 内 射 模 ,B 是 内 射 模 , A Artin 环 是 凝聚 
环 , 故 由 定理 7.5.7 Hom, (A, B) 是 平坦 模 . 又 因 A 是 完全 环 , 故 由 
定理 1.7.12 Ml Hom,(A, B) 为 投射 模 . l 
Wi) HWA, 若 4- 模 4 是 内 射 模 , WA 是 投射 模 . 再 仿 
照 定 理 7.5.7(iv) 一 (iii) 的 证 明 , 便 知 结论 是 成 立 的 . 
定义 设 4 是 任意 环 ( 不 一 定 是 交换 的 ), 若 每 个 内 射 左 ARE 
FHR, MPAKA IF- 环 . 
FH, A 仍 表示 交换 环 . 
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命题 7. 5. 12 GRAB IF-H, 则 它 是 凝聚 环 . 

证 明 设 Q 是 任意 内 射 4- 模 ， 由 题 设 知 Q 为 平坦 模 . 又 由 推论 
7.5.2 WQ 是 内 射 模 . 因而 Q& 为 平坦 模 . 于 是 由 定理 7.5.7 知 4 为 凝 
RI. 

定理 7.5.13 设 4 是 交换 环 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

G) 4 是 IF- 环 ; 

Gi) 和 4 是 凝聚 环 , A 是 平坦 模 ; 

Gil) 对 任意 平坦 A- A, A 是 平坦 模 ; 

Civ) 对 任意 投射 ABP, P 是 平坦 模 . 

证 明 (Gi) 二 (Gi) 由 命题 7.5.12 知 ,4 为 凝聚 环 . LANSE E 
内 射 模 , H 4 为 IF- 环 , 故 A 是 平坦 模 . 

GD) 过 (ii) BA Be PR. 则 存在 正 合 列 

0 —>K —— A” A —0. (2) 
由 命题 1. 2. 5 知 , 序列 (2) 是 纯正 合 的 . 因而 由 引 理 7. 5.5 知 ， 序 列 
0 — A" —>[ 40 一 一 天 —>0 
是 分 裂 正 合 的 . HA 是 [A J 衬 (h")' 的 直 因 子 .但 A 是 平坦 模 , AA 
ERM, 根据 定理 1. 3.7 便 得 (4 ) 为 平坦 模 . 于 是 它 的 直 因子 A’ 
为 平坦 模 ， 

GDG 结论 显然 是 成 立 的 . 

GVS) 设 和 是 任意 内 射 A- 模 ， 则 存在 正 合 列 F 一 ~Q&' 一 一 
0, 其 中 下 是 自由 模 . 从 而 又 得 正 合 列 0 一 一 Q“ 一 一 杨 , If BA Gv) Al 
F 为 平坦 模 .但 @ 是 半 自 反 的 , 于 是 有 正 合 列 0 一 >Q@ 一 >F', HRE 
AR. 因而 这 个 序列 是 分 裂 正 合 的 , Q 是 平坦 HAAS. KOR 
平坦 模 . 所 以 A 是 IF-I. 

定理 7. 5. 14 KARAM, 则 下 列 陈述 是 等 价 的 .: 

G) A 是 QF- 环 ; 

Gi) A È Artin H, A BRAK; 

Gii) A Æ Noether 环 , A 是 投射 模 ; 

HEAR) > Gi) 因 A 是 QF- 环 , 故 由 命题 7.3.7 Al AW Artin 
H, 且 A 是 内 射 模 . 又 由 定理 7.5.11 WA 是 投射 模 . 
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Gid> Gi) ”结论 显然 是 成 立 的 . 
GiiJ>G) 因 A Æ Noether 环 , 故 由 定理 7.5.9 得 Id,4=fds4*， 
{A A’ 是 投射 模 , 于 是 得 Id4A 二 0， 所 以 A 是 QF- 环 . 
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第 八 圣 


群 环 、 斜 群 环 、 人 交叉 积 和 群 分 次 
环 的 同调 维 数 


群 环 、 斜 群 环 、 交 叉 积 和 群 分 次 环 是 群 论 和 环 论 的 汇合 点 之 一 . 
关于 它们 的 研究 成 果 , 在 环 论 和 群 论 中 都 有 较 高 的 应 用 价值 , 而 环 论 
和 和 群 论 的 结果 和 研究 方法 ,在 群 环 . 斜 群 环 、 交 叉 积 和 群 分 次 环 的 研究 
中 也 起 着 重要 的 作用 . 在 本 章 中 , 我 们 主要 从 环 论 的 角度 对 群 环 、 斜 群 
环 、 交 义 积 和 群 分 次 环 进行 研究 . 与 前 面 几 章 的 研究 方向 相同 , 我 们 主 
要 刻 划 这 些 特殊 环 类 的 同调 维 数 .为 了 叙述 的 完整 性 和 在 以 后 各 节 中 
的 方便 , 在 第 一 节 中 我 们 给 出 这 些 环 类 的 定义 和 一 些 基本 性 质 ; 在 第 
二 节 中 我 们 从 群 环 开 始 来 研究 它们 的 同调 维 数 , 给 出 一 些 经 典 的 结 
果 ; 在 第 三 节 中 我 们 研究 它们 中 最 大 的 环 类 一 一 群 分 次 环 的 同调 维 
数 , 我 们 主要 对 有 限 群 进行 研究 , 得 到 了 许多 通用 的 结果 ; 而 在 第 四 
节 中 研究 交叉 积 和 和 斜 群 环 的 同调 维 数 ， 主 要 是 对 右 FBN 左上 凝聚 环 ， 
给 出 了 它 上 面 的 交叉 积 具 有 有 限 整 体 维 数 的 充分 条 件 ,， 然后 对 系数 环 
是 交换 环 且 交 又 积 是 斜 群 环 这 一 特殊 情况 , 给 出 了 这 一 斜 群 环 具有 有 
限 整 体 维 数 的 几 个 有 用 的 充分 必要 条 件 . 

关于 群 分 次 环 我 们 的 主要 参考 文献 为 [58]; 关于 交叉 积 则 主要 参 
考 文献 [71], 关于 斜 群 环 和 群 环 主要 参考 文献 [62] 和 [70]. 本 章 中 的 
一 些 材料 除 来 自 上 述 人 参考 文 献 外 ， 也 有 许多 结果 引 自 [65]]、 
[92 一 93] 等 文献 . 
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ee etna tatiana ener eet 


81 基本 概念 和 基本 结果 


关于 群 分 次 环 的 明确 定义 和 对 它们 的 系统 研究 是 从 文献 [28] 开 始 
的 . 尽管 对 它 的 研究 历史 不 长 , 但 在 各 个 方向 人 们 已 获得 了 大 量 的 研 
RRR, 并 且 这 仍 是 目前 环 论 研 究 的 一 个 活跃 领域 .文献 [58j 对 这 一 
领域 的 许多 研究 工作 作 了 系统 的 总 结 和 概括 . 尤其 是 在 1984 年 Cohen 
和 Montgomery 关 于 Smash Products 的 研究 成 果 [20], 给 人 们 提供 了 
一 个 将 斜 群 环 的 研究 成 果 推 广 到 群 分 次 环 的 有 力 工具 .在 本 节 中 我 们 
定义 一 些 基 本 概念 和 给 出 一 些 基 本 的 经 常 引用 的 结果 . 因为 这 些 结果 
是 经 典 的 和 熟知 的 , 我 们 只 给 出 参考 文献 而 略 去 其 证 明 . 

定义 ” 设 R 是 一 个 环 , G 是 一 个 乘法 群 ,， FEN Abel 群 R 有 一 
个 分 解 

R=Qgeck,» 

使 得 R.RiGRo Y g, hEG, 则 称 尺 为 C- 分 次 环 . 若 进 一 步 还 有 ReR， 
一 Ra VY g, REG, M R 称 为 强 G- 分 次 环 . 

设 G 的 单位 元 为 e, MAAR. 是 R 的 子 环 且 R 包含 有 民 的 单位 
元 1( 文 献 [58]I. 1. 1 命题 )， 

例 1 GER, REM, 令 S=R[LG] 是 G 在 R 上 的 群 环 , 若 令 
S,=Rg. WER S 是 强 G- 分 次 环 . 

例 2 设 R 是 任 一 环 , G 是 任 一 群 ，G 的 单位 元 为 e. 令 R, 一 R， 当 
ge 时 Rs 二 0, 显然 尺 是 G- 分 次 环 ( 称 为 平凡 G- 分 次 环 ). 

例 3 设 天 是 域 , S=M (KK EH 3 阶 和 矩阵 环 , 令 G= (le, x} 
是 阶 为 2 的 群 , 则 通过 分 解 


S=S.OS.- 
其 中 
KKO 00 K 
S.=|KK0|,S,=|00K), 
00K KKO 


S 作成 一 个 强 G- 分 次 环 (L71] 练 习 3，P. 18). 
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设 C 是 群 ’ R= DyecRhs 是 G- 分 次 环 . 又 设 MBE RR- 模 ， AEA 
Abel # M 有 一 个 分 解 M=QeecM,, 使 得 RM 和 Mya， Vg. AEG, 
则 称 M 为 C- 分 次 R- 模 . A M=O,ccM, Al N=QOy,ecN, 都 是 分 次 R- 
模 , 而 且 一 个 从 M SIN 的 R- 同 态 满足 (MA)SN。, YEG, W Sf 

显然 每 个 分 次 环 作为 它 自身 上 的 模 都 是 分 次 模 . 以 分 次 模 为 对 象 ， 
分 次 同 态 为 态 射 作成 一 个 范畴 , 称 为 分 次 模范 畴 , 记 作 R -gr. 正如 模 
范畴 能 用 来 刻 划 环 的 性 质 一 样 ， 分 次 模范 畴 是 研究 分 次 环 的 结构 的 一 
个 有 力 工具 . 

定义 设 尺 是 含有 单位 元 1 的 环 , G 是 群 , 则 G 在 尺 上 的 交叉 积 
是 一 个 结合 环 , 记 作 Rx GC. 它 包 含 尺 作为 它 的 子 环 , 并 且 是 一 个 自 
HO R- 模 ,具有 一 组 基 C，G 的 基数 与 G 的 基数 相同 .从 
而 尺 x* G 中 任 一 元 素 可 唯一 地 表示 成 一 个 有 限 和 之 gre ERR *G 
中 的 加 法 与 它 作为 R- 模 时 的 加 法 一 样 按 坐 标定 义 ; 乘法 由 下 面 法 则 
定义 :Y g, AEG, 

gh=ght(g, h) GHE), 
其 中 r:GXGru(R), UC(R) 是 R 的 单位 作成 的 群 . AV gEG, Yr 
ER, 
rg=agr’® (作用 )， 
其 中 c:G-> Aut (R). 

在 上 面 关于 交叉 积 的 定义 中 , Ae SEAM, BM ele, A) =l, 
Vg hEG, WR*CRAREBH. Æ o BEAN, 即 o(g)=1,Y ¢€ 
G， 则 R * G 称 为 扭 群 环 . 4c 和 都 是 平凡 的 , 则 Rx G 为 我 们 熟知 
的 群 环 . 

显然 每 个 交叉 积 都 是 一 个 强 群 分 次 环 . 但 强 群 分 次 环 不 一 定 是 交 
LE. 上 面 的 例 3 中 给 出 的 环 是 强 群 分 次 环 , 但 容易 验证 它 不 是 交 又 
积 . 

由 交叉 积 的 定义 我 们 看 到 , 群 G 在 环 尺 上 的 一 个 交叉 积 Rx G， 
只 是 一 个 结合 环 . 它 的 结构 通过 映射 r:GXG 一 UC(R) 和 映射 
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oc:G 一 Aut(R) 与 G M R 的 结构 紧密 相 联 .但 上 面 的 映射 + 和 o 并 不 是 
任意 的 .o 和 7 决定 一 个 交叉 积 的 充 要 条 件 是 它们 使 得 所 定义 的 乘法 
具有 结合 律 . 对 于 这 一 条 件 , 我 们 有 下 面 的 

引 理 8.1.1 R* 的 结合 性 等 价 于 VY ch, zEG, 下 述 条 件 满 
E: 

G) t(gh,z)t(g hy =rlg,hz)tr(h,z); 

(ii) olh)o(z) 二 oC(hz)7(h,z) ,其 中 7(4,z) 表 示 由 zr(4,z) 导 出 的 
Ft He Tel #4 COCK 71 J51 1. 1). 

BRK BAH EPN E 五 的 不 变 子 群 . 令 R 二 KLN] 为 N 在 K 
ERMBA.S=K(HIAHEK LRH WR BRES 的 子 环 . 令 G 
=H/N, WX E— g€G, 取 一 固定 的 元 gE 如 ,使 得 gN== g. 于 是 
H= UZN 为 不 相交 并 . 从 而 有 

S=K[H]=® g°K[N]=Qg'R, 

G=(glg€G} S 的 一 组 R- 基 . 

HHNH, g'Ng=N, 所 Mg ‘KLNJg=K[LNJ,HBg 导 出 R 上 
一 个 共 轿 同 构 olg). 从 而 我 们 有 一 映射 c:G-~Anut(R)， 并 且 Y gEG, 
YrER, 

rem eer eer. 

Vg hEG, AENAN=BAN. MUA gh=ghr(g, h), rig, AYE NS 
UCR), HPUCRER 的 单位 作成 的 群 . 从 而 有 一 上 映射 r:GXC 一 
UCR). 由 上 面 的 讨论 我 们 看 到 群 环 S= 二 KL 五 ] 是 商 群 A/N 关于 子 群 
环 R= 二 KLNj 的 交叉 积 . 所 以 交叉 积 实际 上 很 自然 地 由 群 环 引 入 , SH 
环 密切 相关 ， 

与 上 面 指出 的 群 环 可 以 作为 一 个 商 群 关于 一 个 子 群 环 的 交叉 积 相 
类 似 , 我 们 有 下 面 更 一 般 的 结果 . 

引 理 8.1.2 设 R 是 环 , G 是 群 , RxG 是 交叉 积 . 令 N<G, 则 有 

| R*G=(R*N)* (G/N), 

其 中 右边 是 商 群 G/N 关于 Rx NN 的 交叉 积 (文献 [71J 引 理 1. 3). 

在 关于 群 分 次 环 、 交 又 积 、 斜 群 环 和 群 环 的 研究 中 ,有 两 类 群 是 
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特别 重要 的 . 第 一 类 是 有 限 群 ,第 二 类 是 下 面 定 义 给 出 的 群 ， 
定义 设 G 是 群 , 知 C 有 一 个 有 限 的 子 群 序 列 
G=G6.>G.DPG.i=(), 
使 得 G; ÆG- PYAR EF RG = 1, 2,…, n +1), 并 且 G;_1/G; EAR 
群 或 无 限 循环 群 , 则 称 G 为 Polycyclic-by-finite 群 (文献 L[71] P. 6). 

对 于 Polycyclic-by-finite 群 上 的 交叉 积 , 我 们 有 如 下 形式 的 
Hilbert 基 定 理 . 

命题 8.1.3 GR HA Noether # A G 是 Polycyclic-by-finite 
群 ， 则 任 一 交叉 积 尺 xG BA Noether I (文献 [71] 命 题 1. 6). 

证 明 由 引 理 8.1.2 应 用 归纳 法 可 知 ,只 需 证 明 当 G 是 有 限 群 或 
为 无 限 循 环 群 时 结论 成 立即 可 . 

若 G=(g) 是 无 限 循环 群 , 则 RxG=(R, gg OHR gg E 
成 且 g 'Rg=R. 从 而 由 文献 [70] 中 定理 10. 2.6(ii) 知 RxG BA 
Noether 环 . . 

E CG EARE, 则 RxG 是 一 个 有 限 生成 RE. 从 而 是 右 
Noether R- 模 . 所 以 Rx G 必 为 一 个 Noether Æ Rx C- 模 . 

在 关于 强 群 分 次 环 的 研究 中 , 下 述 定理 是 一 个 非常 有 用 的 结果 ， 
我 们 把 它 列举 出 来 而 略 去 其 证 明 . 

定理 8.1.4 设 G 是 群 , R= 中 yecRs 是 强 群 分 次 环 ， 则 下 列 函 子 
是 一 个 同 构 函 子 : 

RCR, 一 : ERR Er, 

M — R): M, 
其 中 CLEE R- 模 范畴 ，M 为 R- 模 ,RCs M 作为 分 次 R- 模 由 规则 
(RR M) ,= Rar M 给 出 . 它 的 道 函 子 为 
(—)e: R -gr Eko 
M 一 ~ 人 AM， 
其 中 MER —gr, M= M, OCR (28 JEH 2. 8). 
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8.2 群 环 的 同调 维 数 


群 和 群 环 的 同调 性 质 是 对 群 和 群 环 研究 的 主要 方向 之 一 . 在 本 节 
我 们 主要 研究 群 环 的 同调 维 数 , 其 内 容 主要 引 自 文献 [70]. 

R REM, x 是 R 中 一 元 , 我 们 用 rr. Anne(z) A l. Annx(x) 分 别 
表示 xz 在 R 中 的 右 零 化 子 和 左 零 化 子 . 

引 理 8.2.1 设 R 是 环 , a, VER Ar. Anngla)=bR, r. Anng(d) 
=aR, WaR 和 6R 都 是 投射 的 且 RARER, 或 者 pd(aR) =pd(bR) 

证 明 令 f:.R>aR,rm>ar, 则 ff 是 一 个 从 R 到 aR 的 满 同 态 . 因 
Wer. Anng(a)=6R, 所 以 有 正 合 列 

0—>bR—R->aR—0. 
同 理 又 有 正 合 列 

0—>aR—R—>bR—0. 
当 aR, bR 中 有 一 个 为 投射 模 时 ， 上 述 正 合 列 有 一 个 分 裂 . 因而 R= 
aR@orR. 所 以 aR, bR 都 为 投射 模 , Æ aR MOR 都 不 为 投射 模 ， 则 由 
文献 [66] 中 P. 137 定 理 13 得 pd(aR)=pd(bR) =00 

引 理 8.2.2 设 天 是 域 , C 是 群 且 A 是 K[Gj- 模 , AF RAH 
KLGJ]- 模 , 则 AGF 也 是 自由 天 [G]- 模 . 若 书 是 投射 天 [G]- 模 ， 则 
A@kP IKK. 

证 明 {fi}, PAR Fw KG), {a}; BAW K-#, 则 
(JrzrlrzEG, jE€J) 是 下 的 KK- 基 . Losa 1.3.2 Ml. AOKF 
的 任 一 元 可 唯一 地 写成 一 个 有 限 和 的 形式 : 

27% :Dfix, %. EA. 


显然 对 每 一 ECGC，({a， z} cr 也 是 A 的 天 - 基 ， 从 而 @j. ;可 唯一 地 写成 
{azjer 的 天 -线性 组 合 . 所 以 tazG@JzlzEGiET,， jE€J) 是 AOF 
的 一 组 天 - 基 . 又 因为 aix f x= aS, 所 以 {a@fjliET,， JES} 
EE AOF 的 一 组 K(G]-3. 
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若 已 是 投射 模 , UP 是 某 个 自由 模 下 的 直 和 项 ， 从 而 AOP 是 
自由 模 AQF 的 直 和 项 ， 所 以 AOP 是 投射 模 ， 

定义 WK 是 域 , G 是 群 ,V。 是 一 维 天 -向 量 空间 , AEM vx 二 
vy WV TEG, VvEVo. 则 TY 成 为 一 个 天 [CJ]- 模 , 称 为 主 天 LC]- 模 . 

定理 8.2.3 KER, GER, V 是 主 K[GJ- 模 , 则 

gl. dimK[G]=pdCV,). 
RA 首先 由 定义 我 们 有 
gl. dimK [GJ>pd(V,). 
设 pd(Vo)=n<co, 则 V。 有 一 个 长 度 为 x 的 投射 分 解 
OPP, > Py >V 0, 
其 中 每 个 已 RERIN KLUGE. 设 ARE KIGA, HA KER. 
其 上 的 任 一 模 平坦 ， 所 以 有 正 合 列 
OF AQ Pr AQ RP PAR Po ASQ KV 0. 
由 引 理 8.2.2 知 每 个 4 CxP; 都 是 投射 KCCI]. A m 
pdkrerACOkV on. 但 作为 天 LGC]- 模 显然 有 AZ=ABkKVi- 因此 pdx-c4 
<n. 因为 4 是 任意 的 , 所 以 由 整体 维 数 的 定义 便 得 
、 gl.dimK[G]<n. 

所 以 gl. dimK{G]=pdcV,). 

设 p 是 素数 , 一 个 群 G 称 为 p'- 群 , AG 中 不 含 阶 为 p 的 元 . 

设 ER, GAH. > 


WéKIG)) =| > anz | 5 a,=0] A 


NW WCK(G)) a KLGj] 的 一 个 理想 , 称 为 KLG] 的 增 广 理想 . 

推论 8.2.4 KER, GER 

G) gl. dimK[G]=0 当 且 仅 当 G BAMRAY charK =p It, G 
中 不 含 阶 为 p 的 元 ，; 

GD i H ÆG 的 子 群 , 则 

gl. dimK [HJ<gl. dimK[G]; 
Gii) # gl.dimK[G]<H charK=p,. 则 G 是 一 个 p'- 群 ; 
Gv) 着 G= {zi]i€E7T}) 是 非 恒 等 的 自由 群 , 则 WCKLGJ) 是 一 个 具 
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Ala EnH ahá KOHA; 进一步 还 有 
gl. dimK[G]=1. 

证 明 G) 由 Maschke's 定理 知 REGJ] 是 半 单 的 当 且 仅 当 charK 
二 0, M4 charK =p 时 G6 是 pp'- 群 (文献 [70] 定 理 2.4. 2). 而 天 [G] 
是 Artin 环 当 且 仅 当 G 是 有 限 群 (文献 [70] 定 理 10.1.1). 又 因为 
gl. dimK[G]=0 当 且 仅 当 天 LG] 是 半 单 Artin 环 , 所 以 (i) 可 立即 被 推 
出 . 

GD ”因为 KLGj] 是 自由 KK[HJ] 模 (文献 [70] 引 理 1.1.3), 所 以 任 
ERI KIG] P 作为 K[ 瑟 ] 上 的 模 时 也 是 投射 模 . 于 是 对 任 一 天 
LGj]- 模 A, 我 们 有 


pdkrmApdrre dA. 

因为 主 玉 LG] 模 被 看 作 天 [ 互 ] 上 的 模 时 正好 是 主 KUH], Hra Hh 
上 面 的 讨论 及 定理 8. 2. 3 便 得 出 (ii). 

GD 由 (0) 知 ,我 们 只 需 证 明 当 char 天 一 户 时 , H=) 
个 阶 为 户 的 循环 群 , 则 gl. dimK(H]=off T. $ R=K[H], #4 
a=x-l, 5 二 1 十 xX 十 十 x*!， 则 由 文献 [70] 中 引 理 3.1.1 和 3.1.2 
Sl, r. Anng(a) =6R, r. Anne (b) =aR. 从 而 由 引 理 8. 2.1 知 , 或 者 
pd(aR) 一 pd(5R) 二 oo0, 或 者 R 宇 auROD6R. 因为 6 关 0 H b Blk aR 和 
6R， 所 以 后 者 为 不 可 能 . 故 pd(aR) 一 2. 所 以 gl. dimK[H J=oo. 

Gv) ”由 定义 G 可 以 写成 无 限 循环 群 (x;) 的 自由 积 的 形式 ;G = 
Ti 《zi). 从 而 对 任 一 元 素 g EG, 可 唯一 写成 一 个 有 限 积 的 形式 
BUNT ee ,其 中 njFOs IÆ ijr 我 们 称 |m | + | 722 | 十 … 十 |n, | 为 g 
的 长 度 . 

由 文献 [70] 中 引 理 3.1.1 知 , W(K[G])= > (xz; 一 DKIGI. 从 


而 只 需 证 (zx; lji E EKLU] 线性 无 关 的 ， es — 1)a= 0, 


% © K[G] HH a = 0 BIAS. AAG 中 每 个 元 表示 的 唯一 性 , 映射 6:G 
>G, ari 是 一 个 G REM TH H = Cai li © D> 的 同 构 . 此 外 = 可 
扩充 为 一 个 单身 


o:K[G] > K[H]CK[G]. 
# > i-Da=0, 则 
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X De=| > -Dal =0. 

因为 o 是 单 射 , 所 以 只 需 证 明 >) (x? -1)8,=0 推出 B=0, VIET, 
BR BY. 

设 2 (好 一 DB8=0, S rerh WS) (2-257, =0. FEE 
7; 隆 0, 则 在 这 有 限 个 非 0 的 7; 的 支撑 集中 , 存在 一 个 元 素 g, CRA 
最 大 的 长 度 , RA .为 方便 起 见 , 设 eeSupp™), 从 而 在 两 个 乘积 
ng rig 中 至 少 有 一 个 不 能 缩 上 略 , RW aig, 它 的 长 度 为 n 十 1. 故 
rig 不 可 能 抵消 , 它 必定 出 现在 7= 》) (zx, 一 x; 1)7, 的 支撑 集中 . 因 
为 根据 ”的 定义 , 在 Supp (7) 中 长 度 为 n 十 1 的 元 素 必 有 不 可 缩 略 的 
形式 27h, AGESupp(7) ,但 是 Xr 二 rg 导出 ;一 1, 士 1 一 9 Mh=g, 
从 而 cig 恰 出 现 一 次 . 故 rig € Supp(M AYO. 这 与 假设 矛盾 . 因此 
对 所 有 :有 7 二 0. 所 以 B=0. 这 样 ,(z 一 1|iEN} 是 WCKL[G]) 的 一 组 
自由 太 [Gj- 基 . 

最 后 , 我 们 有 正 合 序 列 

0 —+W(K[G]))—+K [GIL K[G/G]—>0. 

作为 KLG] 模 ,KK[G/G] 守 V6. 因为 在 上 面 我 们 已 证 WCK[G]) 是 自由 
的 ， 所 以 由 上 面 的 正 合 列 可 得 pd VOL 所 以 根据 定理 
8.2.3 f$ gl. dimK[G]<S1. X AH G 是 无 限 群 ， 所 以 由 (i) 便 得 
gl. dimK[G]=1. 

定理 8.2.5 R KÆR, GER, H<G. & KUHJ]JMK[G/H]# 
有 有 限 整 体 维 数 , 则 KICIA. BA 

gl. dim(K[G])<gl. dim(K[H])+gl. dimK[G/H]. 
W $ Y=gl.dimK(H]. 首先 , 我 们 证 明 作 为 天 [LG]- 模 有 
pdre; K[G/H]<7. (1) 
我 们 的 证 明 方 法 是 借助 张 量 积 从 KUHJA H KG]. 令 X= 
{XiliE7T} 是 一 个 固定 的 五 关于 G 的 代表 元 集 . 由 文献 [70] 中 引 理 
1.1.3 知 ,天 [LGCjJ 是 一 个 自由 左 及 [已 ]- 模 且 以 X 为 一 组 基 . 考虑 双 
模 koo 天 LCjxroo， 对 任 一 右 KLH LEW, > 
W°=WẸOkr KLG]. 
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从 而 Wo 是 一 个 右 K[GJ- 模 . AW XENA KLAR, BI W= 
KUH], 则 作为 右 天 [GT 模 ,显然 Wo=KA ]ƏkunK[G]=K[G]. 
这 正好 是 正则 右 KICHA. 同 理 , 我 们 立即 可 证 明 每 个 自由 右 KL 
模 F 和 每 个 投射 右 KLAR PSUR A Po 都 对 应 为 自由 右 
天 LG]- 模 和 投射 右 玉 [G]- 模 . 若 右 天 [已 ]- 模 4 有 一 个 有 限 的 投射 分 解 
O>P,>P, >> Po A>0, 
因为 krtm 玉 [G] 是 自由 的 从 而 是 平坦 的 ,所 以 
0 一 PCoOkrmKLG] 一 … 一 PC9krb 天 [CC 一 4C9xrm4 一 0 

是 一 个 正 合 右 玉 LG]- 模 序列 . 由 上 面 的 讨论 知 每 一 Pr 一 Pi@xcmKLG] 
是 投射 右 KIGE. 从 而 上 面 的 正 合 列 是 右 天 LC]- 模 4 的 一 个 投射 
分 解 . 因此 得 


pdkrcl4" 委 pdkco4， 
若 V, 是 主 天 [五 ]- 模 , WA MIE V =V @eunK IGE AAK(GI] AR 
EF KLG/H]. 因而 得 
pdre K[G/H ]= pdre V pdrimVo=7. 

于 是 (1) 式 得 证 . 

由 上 面 的 讨论 及 文献 [70] 中 引 理 10. 3.4 可 知 ， 对 任 一 非 零 自由 
KLG/Hj- 模 下 作为 K[GJ- 模 时 有 

pdxrroF S7. 

同 理 , 任 一 投射 [LG/ 五 ]- 模 作为 [GJ 时, 其 投射 维 数 也 小 于 等 于 站 

it gl. dimK[G/H]=s, $ V, Æ K(G/H 1h, 由 定理 8.2.3 有 
pdxtromVYo= gl. dimK[G/H] =s. MA mE 4E KLG/H J-& FF y7 Vis Vo, 
e, VR Pis Pa ees P 其 中 每 个 P 是 投射 模 , 构成 下 列 正 合 列 

0 一 Ti 一 已 一 -1 一 0， 
若 把 这 些 K[G/ 瑟 ] 上 的 模 都 看 作 玉 LG]- 模 , 则 上 面 的 序列 仍 是 正 合 
列 ， 且 V。 恰 为 主 KLGJ- 模 . 下面 我 们 对 ;用 反 向 归纳 法 证 明 
pdre V: SY +s— i. 
AW gl. dimK[G/H]=s, 所 以 V, 是 投射 KG/H ]-4%. 由 前 面 的 讨论 
知 pdre V: SY =Y +s—s. Mit i 之 1 H pda: SY +s—i, FÆ 
pdx LGV: 和 pdxroP, 都 是 有 限 的 且 pdxro 已 委 思 从 而 由 定理 2.1.2 得 
271 


pdx V: E EA R HH. 
pdxtoVi-1S1 +Max {pdxte V:i» pdxrejP;} 
<1+(yY+s—i)=Y+s—(i—1). 
由 归纳 法 原理 对 所 有 <s 都 有 
pdz V: SY +s—i. 
当 取 :一 0 时， 
pdx Vo SY +s=gl. dimK LH ]+gl.dimK[(G/H]. 
从 而 由 定理 8. 2. 3 本 定理 即 得 证 . 
i K 是 域 , G 是 群 , 五 是 G 的 一 个 不 变 子 群 . RK 的 特征 为 p 
H gl. dim 天 [已 ]<co. 4 G/H 是 一 个 p'- 群 ， 则 由 定理 8. 2. 5 和 推论 
8. 2.44) Al Gi) I gl. dimK [G]=gl. dim KLH]< œ. 另 一 方面 , # 


p| |G/H|,M gl.dim K[G/H]=œ. M m FREY 8.2.41), 我 们 不 


能 得 到 天 [LCJ 有 具有 有 限 整 体 维 数 这 一 性 质 . 事实 上 , BE G/H RAB 
为 p 的 元 , G 本 身 也 很 可 能 不 含 阶 为 p 的 元 . 在 这 种 情形 , 我 们 仍 希 
望 K[Gj 具 有 有 限 整 体 维 数 . 事实 上 , 这 一 结果 是 成 立 的 . 这 就 是 关于 
群 环 研究 领域 著名 的 Serre 定理 . 因为 这 一 结论 的 证 明 要 用 到 许多 繁 
锁 的 计算 , 所 以 我 们 略 去 其 证 明 而 将 结论 给 出 如 下 . 

定理 8.2.6 设 天 是 域 , G 是 群 , 妃 是 G 的 子 群 , 它 具 有 有 限 指 
数 . A gl. dimK LH J<oo,3# H 24 CharK =p f, G 中 没有 阶 为 p 的 元 
素 . WA 

gl. dimK[LG] 一 cc. 

《文献 [78j 或 L70] 定 理 10. 3. 2). 

事实 上 在 定理 8.2.6 中 , 我 们 还 可 以 得 到 更 为 精确 的 结果 ， 即 
天 LCJ 的 整体 维 数 与 KLAN BAAS. 但 真正 有 意义 的 还 是 整体 
维 数 的 有 限 性 . 

下 面 定 理 是 我 们 这 一 节 的 中 心 结 果 . 

定理 8.2.7 设 G 是 一 个 Polycyclic-by-finite #, K Bim, Ml 
gl. dimKLC] 一 co 当 且 仅 当 CharK =p f G PRERA p 的 元 素 . 

证 明 # gl dimK[G]<œ, M h HEW 8. 2. 44iii) 知 当 Char 开 一 户 
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时 , GERRERA p 的 元 素 . 现在 假设 G 是 一 个 Polycyclic-by-finite 
群 且 它 不 含 阶 为 p 的 元 素 . Vik 
(1) =Gy IG, C9 CG, =G 
是 G 的 子 群 的 一 个 有 限 正规 序列 , 每 个 商 群 G/G-; 或 是 有 限 的 , 或 
为 无 穷 循环 群 .下 面 对 z 作 归纳 法 证 明 gl. dimK[G]<%. 当 : 一 0 时 结 
论 显然 成 立 . 设 i 宇 0 且 gl.dimK[G,]<oo, 若 Gi1/G; 是 无 限 循 环 群 ， 
则 由 推论 8. 2. 4Gv) Ml gl. dimK[G,.,/G,J=1. 从 而 由 定理 8.2.5 得 
gl. dimK[G;,, ]<gl. dimK[G,]+ gl. dimK(G,,;/G;]<o. 
在 另 一 种 情形 ， 车 Gi/G; 是 有 限 的 ， 则 由 定理 8.2.6 知 
gl. dimK[G;.., <co. 从 而 总 有 gl. dimK[G,.,]<co. RAWG=G,. 所 
以 由 归纳 法 原理 便 得 gl. dimK LG J<co. 
设 G 是 一 个 Polycyclic-by-finite #, 
=G, CG, <i IG, =G 
是 G 的 子 群 的 一 个 有 限 正规 序列 , 其 中 每 个 商 群 Gij1/G; 或 为 有 限 群 ， 
或 为 无 穷 循 环 群 . 我 们 把 这 些 商 群 为 无 穷 循 环 群 的 个 数 记 为 h(G), 并 
称 它 为 G 的 Hirsch X. 在 定理 8.2.7 中 , 若 gl.dim K[G]<œ, WH 
精确 地 , RNA gl. dimKLGj==h(G). 然 而 如 同 在 定理 8.2.6 的 后 面 
已 说 明 的 那样 ,真正 重要 的 是 它 的 整体 维 数 的 有 限 性 . 


8.3 ”和 群 分 次 环 的 同调 维 数 


在 本 节 中 我 们 主要 研究 强 群 分 次 环 的 同调 维 数 , 并 给 出 一 些 通 用 
的 结果 ,重点 是 研究 有 限 群 这 种 情形 . 本 节 中 的 结果 主要 来 自 文献 
[65], 也 有 两 个 结果 摘自 文献 [93jJ. 本 节 中 我 们 总 设 G 是 一 个 群 , 单 
位 元 为 e. 

引 理 8.3. 1 BG 是 任 一 群 , R=OcccR, 是 一 个 强 C- 分 次 环 ， 又 
设 刀 是 G 的 一 个 子 群 . 

G) 对 任意 gEG, Rn 二 中 sewnRa 是 一 个 有 限 生 成 投射 右 Ra- 模 ; 
特别 地 R 是 一 个 投射 右 Rg- 模 ; 

Gi) r. gl. dim (R,)<r, gl. dim (Rp) Sr. gl. dim(R). 
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证 明 iR, G, H HESIA IEZI. 
G) SgEG, 显然 Rwy 是 一 个 右 Ra- 模 . AA 1ER SRR 所 


以 必 存 在 有 限 多 个 rie R» SER» 使 得 > ris; 二 1. 从 而 
i=] 


Ji: Ren Rar sr, VrE Ron 


是 一 个 Ru- A. 所 以 了 Cr) 一 2 risir=r, Y r€ Ru. AM 


引 理 ,Rez 是 有 限 生成 投射 Ruti. 
GD 直接 由 (iD 和 文献 [64] 中 定理 7. 2. 8 推出 . 
RGHARE, R= OR 是 强 C- 分 次 环 ， 则 对 每 个 CEG, 


Re-iR 一 R 从 而 存在 af ER, BER, ,使 得 >)a8b 一 1， 其 中 六 是 
EREA. MAN 是 右 R- 模 , 若 FE Homr M, N), WREX 


一 个 从 M 到 N 的 映射 如下， 
Fim)= X X fona)b, Y m E€ M. a) 
EEC lg 
引 理 8.3.2 设 C 是 有 限 群 , R 是 强 G- 分 次 环 , Xit MMN 是 
右 R- 模 ，fEHoma.(M,，N), 则 由 上 面 (1) 式 定义 的 /是 一 个 R- 同 态 . 
证 明 对 任 一 rE€ER,, hEG, 任 一 mE€M， 由 f 的 定义 得 


fOnr)= >) >) frat be 


SEC I, 


5 Dy Shem rah bt’ raidb. (2) 


gEG lg 


因为 58 ERa r ER, a ER , 所 以 OY rat € R. 从 而 由 (C2) 式 得 
f(mr)= 5 > > femas jbt ratb 


EG Ip Ion-! 


— =») Ds S ona ybs Pd 


EEGI gh 


= >) > ) fGnat bir = f On)r, 


BEG Ik 
EPRIN =gh. FRESE R-AK. 
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根据 引 理 8.3.2, 当 fC Home(M, NOM, RMAS=SIGI. 
设 G 是 有 限 群 , R 是 强 G- 分 次 环 , 又 设 M BA RE, GEE 
f€ Home (M, N), 使 得 /一 1w， 则 称 M 为 R- 正 则 模 . £ G 的 阶 |G | 在 


R haw, 令 w 二 1G|, 则 容易 验证 对 任意 右 R- 模 M，(1/n) 二 1x. A 
而 当 |1G| 在 R. 中 可 逆 时 , 每 个 右 R- 模 是 R- 正 则 的 . 

命题 8.3.3 KRR=DecR, 是 强 G-A KH, G 是 有 限 群 ， 
n=|G|. 又 设 NCM 是 两 个 右 R- 模 ，M 没有 nn- 拨 元 . 若 作 为 R.- 模 ，N 
是 M 的 直 和 项 , 则 存在 M 的 R- 子 模 P, 使 得 作为 R.- 模 , NOP EM 
中 是 本 质 的 . 此 外 , 若 M—=nM, 则 作为 R- 模 时 ，N 是 M 的 一 个 直 和 
项 . 

证 明 ”因为 作为 R.- 模 时 , N 是 M 的 直 和 项 , 所 以 存在 一 个 R.- 同 
态 f :M>N E fn) =m, Y mEN. 令 f :MN 如 同 (1) 式 所 定义 ， 


WY XEN, f(z) 二 nr. 记 P=ker f, 若 XEPNMN, 则 nz=0. 因 为 N 
无 n- 找 元, 所 以 x 二 0. 下 面 证 明 作 为 R-REN NOP 在 MM 中 是 本 质 
的 . 

设 zEM 记 y= 了 Cr), 则 

fr)=n f(x) =ny=fly). 

因此 了 Gzr-y) =0. 所 以 nx-yEP. FE nx€ PON, nMCPON. Hit 
可 知 , 作 为 R-R NOP EM 中 是 本 质 的 . 若 M=oM, Nh EEH 
陈述 可 立即 得 到 M= PON. . 

推论 8.3.4(Maschke 定理 ) KG HARE, R= OR, 是 强 G- 
分 次 环 , n= |GE R 中 可 逆 , 则 当 R, 是 半 单 Artin HAT, R 亦 为 
半 单 Artin 环 . 

WEAR An 在 R PX, WME A R- M, M=nM. 而 对 MM 
的 任 一 R-FH N, AR, 是 半 单 Artin 环 , 故 N 作为 R.- 模 是 M 的 直 
和 项 .再 由 命题 8. 3. 3 可 知 , 作为 R- N 亦 为 M 的 直 和 项 .所 以 R 
是 半 单 Artin m. 
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引 理 8.3.5 设 G 是 有 限 群 , R= 也 secRs 是 强 C- 分 次 环 ， 又 设 
ME CR, NER-gr, N=Q,ecN,» WHE hEG, 有 

(i) 映射 g:Home(M, N)+>Home (M, Na), PN =m f 是 一 个 同 
HW, 其 中 x :N 一 NN 是 经 典 投射 ， 

(ii) 映射 p:Home (N, M) 一 Homa CNi, M), P) = gi 是 一 个 
a. 其 中 i NIN 是 经 典 嵌 人 映射 . 

证 明 (iD 设 g(f)=0, Bl mf=0, RH mEM, 并 记 fim) 
= Din, BW mf = 0, PEL n = 0. EAE Rios M SONA) = fin) 


gEG 


= D nà. 又 因为 maE R Ru = R, Mana = 0. FAD ARH 


gEG 


次 元 , 因此 像 在 (1) 式 前 面 的 讨论 一 样 , 存在 > abt = 1. HEA n = 


ny. 1 = n, > afb! = 0. FÈ fm) = 0, Y me M. 因 而 f= 一 0, 9 是 单 
St. 下 面 验证 是 满 射 . 设 六 E Home, M, N), & f= if :MN， 
MAF 1) 式 定义 , 所 以 由 引 理 8. 2.2 可 知 产 E HomM, N). Hm 
E€ M, 则 


Cen D Gn) =m, Fn) =r, da D f (mat yt =r, Dy Df’ naf yok 
= X Sf (mat yb; = f'm). 
I, 


所 以 Pp N=f. 于 是 9 是 满 射 ， 从 而 o BB. 

同 理 可 以 证 明 (ii). 

现在 我 们 证 明 关于 分 次 环 的 一 个 非常 有 用 的 有 关 同 调 性 质 的 结 
论 . 

定理 8.3.6 设 G 是 一 个 有 限 群 ， R=QyecR, 是 一 个 强 G- 分 次 
H, Lk ME 安 g，NER-gr， &N=ON,s 则 对 每 个 hEG,， 有 

G) Extk(M, N)SExtk M, Na); 

GD Ext(CN，MD) 宕 Ext (Nr, M); 

Gii) pdr MSpdrM, 3 pdM<%, 则 等 式 成 立 ; 

Civ) Idz M<IdeM, #% IdeM<co , 则 等 式 成 立 . 
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EARS ME Se 中 的 一 个 投射 分 解 
tee P, > P,P MO. 
由 引 理 8.3.1 知 RETRA ROR. 从 而 作为 R-N, 上述 序列 是 
Me 的 一 个 投射 分 解 . 分 别 用 Homa( 一 ，N) 和 Homa (一 ,Ni;) 作 用 于 
上 述 正 合 列 得 下 述 两 个 序列 
0 — Home (M, N) —> Home (Po, N) + Homey (Pais N) 一 
Hom,;(P,, N)-~* 
和 
0 一 Homa (M, Ni) —>Homg (Pos Na) > > Homea (Pais Na) > 
Homx(P,, Ni). 
但 由 引 理 8.3.50). 我 们 有 
Homx«(M, N)=Homgr (M, N,), 
Homr(P;, N)=Homg (P;, Na). 
于 是 借助 于 上 面 两 个 导出 序列 , 我 们 可 立即 得 出 Gi). 与 (i) 的 证 明 相 类 
似 , 我 们 还 可 证 明 Gi). 
因为 由 引 理 8. 3.104 R 是 一 个 投射 R.- 模 ,所 以 可 立即 得 到 
pda MSpdrM; Ide MIdrM. 
假设 pdeM=n<oco, 则 对 所 有 右 R- Y, Extk (M, Y)=0, BEE 
一 个 右 R- Y., 使 得 Extk (M, Yo) 40. 考虑 下 面 R- 模 正 合 列 
0 —+kera —Y Qr R ——>Y , —0, (3) 
其 中 a(aWa) =2a,V XEYo,， aC Ro. 由 (3) 式 得 正 合 列 
Extk(M, kera)>Extr(M, Yo@x R) 
—>Extk(M , Y))->Ext’"'CM, kera)=0. 
因为 Extk(M, Yo) 40, 显然 Exth(M, Y.©zR) 40. 又 因为 
YoCOg.R 是 一 个 分 次 R- H Y Or R) =Y Qr R =Y., AUG) T4 
Exte (M, Yo) #0. 因此 pde M >n. (A BAI pde M<pdeM=n, 从 而 
pdr M=pdeM. (iii) 已 得 证 . 
又 假设 IdaM=”<ce， 则 存在 R- 和 ,使 Ext(X，M) 天 0. 而 对 
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EB YECR, Ext (Y, M)=0. 考虑 下 列 正 合 列 
0—+x Hom; (R, X)—>CokerB —0, 
其 中 P(r) (a) = 2a. 与 ii) 中 的 证 明 相 类 似 ， 可 推出 
Extk (Home (R, X), M)#Æ0. 

由 于 Home (R,，X) 是 一 个 分 次 R- 模 ,其 中 (Homx CR, X)), = 
Home (Re ，X)，Y g€G, Ait Home (R, X)),.=Home (R., X)& 
X. 又 由 (ii) 推 得 Exth (X, M) 40. 并 结合 Ide M<IdeM=n, WA 
Ide M=IdeM. (iv) th iE. 

推论 8.3.7 KR R=Q.ccR, 是 强 G- 分 次 环 , G 是 有 限 群 ,又 设 
Q= Orec 是 分 次 R- 模 ， 则 下 列 陈述 等 价 : 

O Q 在 R-gr 中 是 内 射 的 ，; 

Gi) Q Æ Er 中 是 内 射 的 ; 

Gil) $fE— gEG, Qs 是 内 射 R-K. 

WA OSGi) 由 定理 8.1. 4 可 直接 得 到 . 

GD=>G) 由 L58j 中 推论 3. 3. 10 得 出 . 

Qi) 过 Gi) 由 定理 8.3.6(i) 立 即 得 出 . 

推论 8.3.8 设 G 是 有 限 群 ， R= 外 secR, EIE G- 分 次 环 ， 
NER-gr, W 

IdgN=Gr. IdN=Ide Ns, V g EG, 

其 中 Gr. dN ASK ARAM. 其 定义 参见 文献 [58]. 

证 明 这 个 结果 可 直接 由 推论 8. 3.7 给 出 . 

推论 8.3.9 设 G 是 有 限 群 ， R= OR, 是 强 C- 分 次 环 , 则 R 是 
自 内 射 的 当 且 仅 当 R, 是 自 内 射 的 . 此 外 ，R 是 Quasi-Frobenius 环 当 
且 仅 当 R. 是 Quasi-Frobenius 环 . | 

证 明 因为 R 一 虫 Re， 所 以 由 推论 8. 3.7 知 尺 是 自 内 射 的 当 且 仅 
当 R 是 自 内 射 的 . 由 文献 [65] 中 定理 1. 1 WLR BA Noether 环 当 且 
仅 当 R. FEA Noether 环 . 从 而 R 是 Quasi-Frobenius 环 当 月 仅 当 RR, 是 
Quasi-Frobenius 环 . 

278 


推论 8.3.10 设 G 是 有 限 群 , ”一 1G|, R=OgecRe 是 强 G- 分 次 
F, 又 设 QE Rk, FQ 中 无 于 挠 元 素 , 则 Q 是 R- 内 射 模 当 且 仅 当 它 
是 R-AK. 

证 明 若 Q 是 一 个 内 射 R.- 模 , i EE QER R-RE H A S 
包 络 , 则 显然 E(Q) 中 没有 2- 挠 元 素 . 由 文献 L65] 中 的 推论 2. 1 知 , 作 
为 R- 模 时 , ECOLE 的 本 质 扩 张 . AA QAS, A ESQ. 
车 Q@ 是 一 个 内 射 R- 模 ， 则 由 定理 8. 3.6(iii) 立 即 可 知 Q 是 一 个 内 射 
R,.- 模 . 

推论 8.3.11 WC 是 有 限 群 , n=|G], 又 设 R= 中 zecRs 是 强 C- 
DKA, An ER Paw, 则 RR 是 左 遗 传 的 (对 应 地 , 半 遗 传 的 ) 当 且 
仅 当 R。 是 左 遗 传 的 (对 应 地 ， 半 遗传 的 ). 

证 明 设 尺 是 左 遗 传 环 (或 半 遗 传 环 ) LER 的 左 理想 (或 有 限 
生成 左 理想 ), 则 RI 是 R 的 左 理想 (或 有 限 生成 左 理想 ). 从 而 RI 是 
RHE R- AA RIRO: I= (BROOaT, R 是 左 遗 传 ( 或 半 遗 
传 ) 的 , WHR 是 投射 RM. 所 以 RI 是 投射 左 R.- 模 . Mii T= 
RO: 作为 RI 的 直 和 项 , 也 是 投射 左 RB. 故 R 是 左 遗 传 ( 或 半 遗 
传 ) 的 . 

反之 设 R, 是 左 遗 传 (或 半 遗 传 ) 环 . NE KER Æ R 的 左 理 想 ( 或 
有 限 生成 左 理想 )， 则 存在 一 个 (有 限 ) 集 合 F 使 得 

RP KR, 
其 中 v4 是 一 个 R- 满 同 态 , ERARAS. 由 引 理 8. 3.1(i) 知 R 是 有 限 
生成 投射 左 RAK. 而 R 是 左 遗 传 ( 或 半 遗 传 ) 的 , 所 以 天 是 投射 R.- 
模 . 从 而 存在 一 个 R.- 同 态 gy: KROI ob =e. 考虑 像 引 理 8. 3. 2 


前 面 (1) 式 一 样 定义 的 RPK AR. 使 
G7)= E Y ayer), Y rEK. 


gEG Te 


因为 是 RAS. 容易 直接 验证 | ol 239%] (=z, Bl el 9 
从 而 ?是 分 裂 R- 同 态 . 所 以 K 是 投射 R- 模 . 因此 R 是 左 遗 传 (或 半 遗 
传 ) 环 . 


=1x. 


279 


WG BARR. R=OeecR, 是 强 G- 分 次 环 , MEER 我们 有 下 述 

经 典 正 合 列 
0 — Kera —ROr, M —M 一 一 0， 

其 中 eAQr)=àr, Y AER, Y rEM 和 正 合 列 

0 —+M Hom; (R, M)—Cokerf —0, 
HEP B(m) (A) S=àm, YAER,YmEM. 若 第 一 个 正 合 列 分 裂 , 则 称 M 
为 弱 民 -投射 模 ; 若 第 二 个 正 合 列 分 裂 , 则 称 M 为 弱 R- 内 射 模 (参见 文 
献 [17]). 因为 R 作为 R 模 时 是 投射 的 , 所 以 由 文献 [17](P. 50) 知 ,M 
是 R- 投 射 模 (R- 内 射 模 ) 当 且 仅 当 MM 是 弱 R- 投 射 的 且 是 R.- 投 射 的 CM 
是 弱 R- 内 射 的 且 是 R- 内 射 的 ). 

在 引 理 8. 3.2 之 后 , 我 们 定义 了 R- 正 则 模 的 概念 ,并 指出 了 当 
IG| 在 R 中 可 道 时 ,每 个 R- 模 都 是 正则 模 .但 当 |G | 在 R PAB Be, 
有 例子 表明 并 不 是 每 个 R- 模 都 是 R- 正 则 的 . 下面 引 理 告诉 我 们 , 在任 
何 情况 下 ， 每 个 分 次 模 总 是 正则 的 . 

引 理 8.3.12 设 G 是 有 限 群 , R 是 强 C- 分 次 环 , 车 M 是 一 个 分 
次 R- 模 , 则 M 是 R- 正 则 的 ， 

TEAR 设 M=@,ccM,, 对 任 一 mEM, m= dm. ELSE 


EEC 
Hom, (M, M), fn) = m, 则 有 7= 1u. 因为 对 任意 m E M,, 
Fm) = >) >) fomatyoe = > Sondy = >) mato! 
ZEC I, I, A 


=m > ah’ =m, 
I, 


所 以 了 = 1u, BP M Æ R- 正则 的 . 
引 理 8.3.13 设 G 是 有 限 群 ，R 是 强 G- 分 次 环 ,，M 是 右 RE, 
4M 是 R- 正 则 的 , WM 的 任 一 直 和 项 也 是 R- 正 则 的 . 
证 明 BG, R, M 满足 所 述 条 件 旦 设 MOM 是 M 的 一 个 直 和 
项 . 令 i.M' 一 M A r MoM 分 别 为 经 典 柑 入 和 投射 同 态 , WA zi 二 
lv. 因为 M 是 R- 正 则 的 ， 由 定义 , 存在 Fe Hom, (M, M), 使 得 /一 
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lv. 定义 f'=xfi:M' >M, #mEM', 则 有 
fiom= D>) fna = X) S x filma bs 


EEC lg BEG Ty 
=>) >) f(matybs = nfn) = n(m) =m. 
KEG I, 


所 以 户 二 1w. 于 是 M 是 R- 正 则 的 . 

定理 8.3.14 设 G 是 有 限 群 , R 是 强 G- 分 次 环 ,，M 是 左 R- 模 ， 
则 下 列 陈述 等 价 : 

G) M 是 弱 R- 内 射 的 ; 

Gi) M 是 弱 R- 投 射 的 ; 

Gii) M 是 R- 正 则 的 . 

证 明 OSGi AA M 是 弱 R- 内 射 的 , 所 以 由 定义 知 

0——M —Ž Hom; (R » M)—Cokerf —0 


SRE. 从 而 M 同 构 于 Hom (R. MM) 的 一 个 直 和 项 . 因为 
Home (R, M) 是 一 个 分 次 R-i, (Home (R, M)),=Homg (R,-', 
M), 所 以 由 引 理 8.3.12 知 Hom, CR, M) R- 正 则 的 . 再 由 引 理 
8.3.13 便 知 M 是 R- 正 则 的 . 
GDS G) 考虑 分 次 R- 模 了 一 ROM, 与 上 曾 (i) 过 (i) 的 证 明 
完全 类 似 , 可 证 M 是 R- 正 则 的 . 
(ii) 过 (i) 设 儿 是 R- 正 则 的 , 由 定义 存在 wEHome (M, M), 
(a= ly. 现 定义 
v:Homg (R, M)-—>M, 
f> D= >) D ufa. 


gEG I, 
dak= Day bp at = Slam (oe Aaf). 


Iaa! I 
By be ASE R,. 所 以 Y AER, 就 有 
vi fad= >) >) fad (aor = >) Duf at oe 


有 EC lg EEC I 


gaT! 


& 
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= SYD Duflay op dat) oF 


geG lp 14-1 


= OY) D uflat op Aab 


gEG Ta Tana) 


= > N uflat |b A 


KEG T, 
=u fa. 
从 而 "是 一 个 R- 同 态 . 若 mmEM, 则 
(vB) (nm) = v8 On) = 5 S, CuB lm)) Cat bf = >» > uCnat bt 


SEC I, eG 1, 
= ulm) = lum) =m. 
所 以 8=1w 从 而 序列 
0 一 -M Hom; (R, M)—*Coker —>0 
分 裂 . 故 M 是 弱 R- 内 射 的 . 
GDG) ”证 明 过 程 与 上 面 Gii) 二 (i) 是 对 偶 的 ,我们 把 这 个 证 明 
留 给 读者 , 详细 证 明 可 参阅 文献 [65]( 定 理 2. 2). 
推论 8. 3. 15 iz G 是 有 限 群 ， R=Q,ecR, 是 一 个 强 C- 分 次 环 ， 
若 M 是 正则 RR- 模 ， 则 
pdrM=pdr M 
和 
Idr M= IdrM. 
证 明 由 定理 8.3.6 知 , 我 们 只 需 证 明 当 pde Mont pdxeM 
<0; 当 Idr M<coftt IdgM<ico, 
设 pd M<co, 因 为 R 作为 R.- 模 是 投射 的 ， 所 以 pdr(M@®x R) 
<æ. LAX M 是 R- 正 则 的 ， 所 以 由 定理 8.3.14 知 MM 是 弱 R- 投 射 
的 . 从 而 序列 


0—Kera>M®Q)r R —M—>0 
分 裂 正 合 . 所 以 M 同 构 于 MOR 的 一 个 直 和 项 . 因此 必 有 pdxM 
<o, 
BL Ide M<c0, 由 推论 8. 3. 8 得 
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Idx (MO R) <. 
因为 M 是 R- 正 则 的 , 所 以 根据 定理 8.3.14 知 M 是 弱 R- 投 射 的 .与 上 
面 的 讨论 相同 , 可 知 M AAF MOR 的 一 个 直 和 项 . 从 而 IdM 
<o, 
推论 8.3.16 设 G 是 有 限 群 ,R= 中 vec 是 强 G 一 分 次 环 , 且 
r.gl.dimR.<, Xit M ÆA R- 模 , 则 
pdeM <c 4 H {4 4 IdM <o. 
证 明 设 pdaM=”<co, 则 M 有 一 个 长 度 为 的 投射 分 解 
0 一 己 , 一 P > >P >P > M>. (4) 
显然 自由 R- 模 是 R- 正 则 的 ,并 由 引 理 8. 3.13 知 每 个 投射 R- 模 必 是 正 
则 的 , 从 而 Pi,i 二 0,… ,n APSE R- 正 则 的 .根据 推论 8. 3. 15 得 
IdgP,= 1dg. P<r. gl. dimR, <00. 
利用 序列 (4) 和 归纳 法 即 可 证 明 IdxM 二 oo. 对 偶 地 ,我 们 可 以 证 明 当 
IdeM<ce 时 , 必 有 pdrM <o. 
定理 8.3.17 iG BARB R=OrecR, 是 强 G- 分 次 环 ,有 是 G 
的 子 群 . 
G) # r. gl. dim(R) 过 >, 则 
r.gl.dim(R,)=r. gl. dim( Ry) =r. gl. dimR. 
Gi) RIG 4 R. 中 可 道 , 则 对 每 个 右 RE POR, 是 投射 的 (内 射 
的 ) 当 和 且 仅 当 Pr 是 投射 的 (内 射 的 ). 此 外 ， 对 每 个 右 RRM, 
pdCMr)=pd (Mr, ); Id(Mx)=1d(Ma). 
GD 4IGI#R,. 中 可 逆 , 则 
r. gl. dim (R,.)=r. gl. dim (Ra) =r. gl. dim(R). 
证 明 G) Br. gl. dim(R)<co, WHER R- M 使 得 pd (My) 
=r. gl.dim(R). 由 定理 8. 3. 6(iii) 得 
pd (Mx ) 一 pdCMR) 一 T. gl. dim(R). 
再 由 引 理 8. 3.108 
r. gl. dim (R.) =r. gl. dim (R). 
同 理 有 r. gl. dim (R,)=r. gl. dim (Ry). 
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Gi) ”因为 1G| 在 R. Paw, 所 以 由 命题 8. 3. 3 前 面 的 说 明知 ， 
任 一 右 R- 模 都 是 R- 正 则 的 , 从 而 由 推论 8. 3.15 立即 得 到 Gi) 中 的 结 
论 . 

Gi) 结合 Gi) 及 引 理 8. 3. 1(i) 便 得 所 需 结 果 . 


8.4 ”交叉 积 和 和 斜 群 环 的 同调 维 数 


关于 交叉 积 的 素性 、 半 素性 以 及 一 些 类 型 的 商 环 的 许多 性 质 都 有 
了 较 多 的 研究 ,主要 研究 成 果 已 概括 在 文献 L711 中 .然而 关于 交叉 积 的 
同调 性 质 等 还 有 待 我 们 作 进 一 步 的 研究 ,目前 还 有 许多 待 解决 的 问题 ， 
这 也 是 当前 环 论 研究 的 方向 之 一 . 在 本 节 中 我 们 研究 交叉 积 和 和 斜 群 环 
的 同调 维 数 ,这 里 的 结果 主要 来 自 文献 [92~93], 也 有 一 些 结果 来 自 
MAKLIO], L7~8 #64]. 

关于 交叉 积 , 我 们 也 有 Maschke 定理 . 实际 上 它 是 上 节 给 出 的 关 
于 强 群 分 次 环 的 一 些 对 应 定理 的 特殊 情形 .我 们 把 它 陈述 如 下 而 略 去 
其 证 明 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 给 出 的 参考 文献 . 

定理 8.4.1 设 R 是 环 , CHARRAIC ER PUM. Lit S= 
RxG 是 交叉 积 ，M 是 右 S- 模 ， 则 有 | 

G) AKSMs, APA R- 模 K 是 M 的 直 和 项 , 则 作为 S- 模 ,KK 
亦 为 M 的 直 和 项 ，; 

Gi) pdMr=pdMs; 

Gii) r. gl. dimR =r. gl. dimS( 文 献 [641 HH 7. 5. 6). 

利用 上 述 定理 , 我 们 可 以 得 到 下 述 结果 . 

推论 8.4.2 设 R 是 环 , G 是 群 , RxG 是 交叉 积 , WA 

G) r.gl.dimR<r. gl. dimR * G; 

Gi) # G # Poly-infinite cyclic H Hirsch BAH A, W 

r. gl. dimR * GSr. gl. dimR-+A; 

GD AR ÆA RM EM KR. G 是 Polycyclic-by-finite 群 ， 
Hirsch MWA. M r. gl. dimR x G<r. gl. dimR+hA (文献 [64] 推论 
7.5.6). 
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设 尺 是 环 ，G 是 群 , R*G 是 交叉 积 ， 又 设 这 个 交叉 积 由 映射 
r:GXG>U(R) 和 映射 c:G->Anut(CR) 定 义 . 为 了 以 后 叙述 的 方便 , R 
们 有 时 将 这 一 交叉 积 记 为 RxG=R5G. 在 本 章 第 二 节 中 , 我 们 对 群 环 
给 出 了 Serre 定理 ，Aljadeff 将 Serre 定理 推广 到 了 交叉 积 上 . 我们 将 
关于 交叉 积 的 Serre 定理 陈述 如 下 ， 而 略 去 其 证 明 , 读者 可 参考 给 出 
的 文献 . 

定理 8.4.3 设 R 是 环 , GER, HECHTE, 它 具 有 有 限 指 
数 . E RIG 是 一 交叉 积 ， 则 下 列 陈述 等 价 : 

G) r. gl. dimRiG<-; 

Gi) r. gl. dimR; H <œ, HX GMIEBARTH F. WA 

r. gl. dimR;F <o0. 

此 外 ， 当 上 述 条 件 满足 时 ， 

r. gl. dimRiG=r. gl. dim R7 H (文献 [7j 定 理 0. 3). 

设 RR 是 交换 环 , GÆR, RG 是 交叉 积 , 并 由 映射 r+ 和 o 定义 . 因 
WR 是 交换 的 , 若 我 们 不 考虑 映射 +, 则 得 一 扭 群 环 R,G; 若 进一步 我 
们 对 c 和 =z 都 不 考虑 ,， 则 得 一 群 环 . 事实 上 , 这 三 个 环 RG. RG, RG 
之 间 的 同调 维 数 满足 一 定 的 关系 . 我 们 将 其 称 之 为 “重力 原理 ”， 即 结 
构 越 多 , 同调 维 数 越 小 . 这 一 结论 由 Aljadeff # Rosset 在 文献 [10] § 3 
中 给 出 ,读者 也 可 参看 文献 L8] 的 0. 4. 我 们 将 结论 陈述 如 下 . 

定理 8.4.4 设 尺 是 交换 环 ，G 是 群 ，R;G 是 交叉 积 , WA 

r. gl. dimR5C 委 r. gl. dimR,G&r. gl. dimRG. 

上 面 我 们 已 经 列举 出 了 关于 交叉 积 的 同调 维 数 的 一 些 经 典 结果 ， 
下 面 我 们 重点 研究 交叉 积 的 同调 维 数 有 限 性 问题 . 对 有 限 群 与 右 FBN 
左 凝聚 环 的 交叉 积 , 我 们 给 出 一 个 它 具 有 有 限 整 体 维 数 的 充分 条 件 . 
当 系 数 环 是 交换 环 , 且 交 义 积 为 斜 群 环 时 , 我 们 得 到 了 一 些 这 一 斜 群 
环 具有 有 限 整 体 维 数 的 充分 必要 条 件 .下 面 的 结果 主要 引 自 文献 [92~ 
93]. 

首先 我 们 从 交叉 积 的 一 些 基 本 性 质 和 它 的 半 单 Artin 性 质 开始 . 

引 理 8.4.5 HREM, G 是 群 ， R;G ERLE. GR=TOSE 
R 的 环 直 和 分 解 , YV gE€G HETET, SCS, M 
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RiG=T}G@S;G, 
其 中 rm zz: 是 rz 在 和 3S 上 的 限制 ,以 及 
ol(g1, 82)—pBlg1, g2)+Y gi, g) Y Bis 22EG. 
证 明 设 引 理 中 的 条 件 满足 , 则 显然 存在 交叉 积 T&G 和 SC. 直 
接 验证 可 知 下 面 映射 是 环 同 构 
9: RIG>T4GODS7G, 


Seats >) gtit >) gso 
HP EG, ET, ES. 
定理 8.4.6 设 R 是 环 , G 是 有 限 群 , RxG 是 交叉 积 . 
G) 设 R=S,0--OS, 是 R 的 一 个 环 直 和 分 解 ，G 置换 集合 {51， 
eee, S354 
N= (S,|SE=S;, MH— gEG) G=1, et, m) 
是 G 作用 于 {S1,…, 5S,) 的 轨迹 , LS m=(6:6,], AF G = EG] 
Sf 二 5S;}， 则 
Rx GD Mn, (Si * G), 
其 中 MORR S 上 的 4 阶 全 矩阵 环 . 从 而 有 
r.gl.dim (R * G)=Max;- ír. gl. dim(S; * Gs )}. 
GD HR 是 半音 Artin 环 , R= 二 $1 外 5S; 名 … 甸 5S,, 其 中 每 个 5S; 是 
单 Arin 环 , W R*G 是 半 单 Artin 的 当 且 仅 当 每 一 5S, * CREM 
Artin 环 , 1 二 1,2,… ,nn, 其 中 G, 与 (i) 中 给 出 的 相同 . 
证 明 设 R,G, RxG 满足 所 要 求 的 条 件 . 
G) BS), Mis 7 二 1,2,…,n MQ), j= 二 1，2,…, 7m， 如 同 定理 所 
述 , 由 引 理 8. 4.5 知 RxG 可 分 解 为 下 述 交 叉 积 的 环 直 和 
T= (sen S) x CG, 


Ge ES ES MRI, 并 记 G=UG,gj( 不 相交 并 ), 则 1= X) "是 
T: 的 单位 元 分 解 为 正 交 寄 等 元 的 一 个 分 解 . 而 UC7;) 的 子 群 
U(GseaS)G 传 递 地 雪 换 这 些 正 交 宕 等 元 , KHUC ) 代 表 由 单位 作 
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成 的 群 ,可 以 验证 eT ie: =S, * G,. 由 文献 [70] 中 引 理 6. 1. 6 得 
Rx GDB” M, (S; * G,). 
从 而 有 
r. gl. dim(R * G)=Max’-i{r. gl. dim(S; * G, )}. 

GD WR AFM Artin H, M R=S,OS,.0--OS,, H PBS S, 
是 单 Artin 环 . 因为 每 个 S: 是 尺 的 极 小 理想 , 所 以 G 置换 和 集合 {5,， 
Soy ts Si}. 再 由 (可 直接 推出 (ii). 

利用 定理 8.4.6, 我 们 可 以 得 到 下 面 有 用 的 定理 ， 

定理 8.4.7 设 G 是 有 限 群 , 尺 是 半 单 Artin 环 , R=S OS: 
DS. 其 中 5; 都 是 单 Artin 环 , i 二 1, 2, =, n. W RxG 是 一 交叉 积 ， 
对 每 一 :定义 

H,=({g€G|S'=S, H g 作用 于 SS; 是 由 某 可 北 元 导出 的 共 罗 ). 
A -y # Char(S,)=0, 
“LH, i Sylow p,- 子 群 , # Char(S,)= p.. 
G) R*G 是 半 单 Artin 的 当 且 仅 当 S; * N; 是 单 Artin 环 , i 二 1， 
2, e ln. 
Gi) R* G 是 半 单 Artin 环 当 且 仅 当 S * P, BA Artin 环 , i=1, 
2, es a AN: 的 任 一 初等 Abel 子 群 已 (参见 文献 [35] 关 于 初等 Abel 
群 的 定义 ). 

证 明 设 R,G,RxG,N, 和 五, 满足 所 述 条 件 . 

G) (>) 设 RxG 是 半 单 Artin M, 由 引 理 8.4.5 和 引 理 
8.3.1Gi) Ml, S: * Ni 是 半音 Artin 环 . 从 而 由 [56] 中 推论 3.10 知 ， 
S; x Vi; 是 单 Artin 环 ， 

(=) (RIES, *N,G=1, 2, +, 2 是 单 Artin I, 由 文献 [71] 中 
推论 18.11 和 推论 12.6 知 ，S; x G, 是 半 单 Artin 环 . 又 由 定理 8.4.6 
GDA, R*G 是 半音 Artin 环 . 

GD 由 引 理 8. 3.1). 文献 [71] 中 定理 18.10 和 [56] 中 推论 
3.10 Wl, S;* Ni 是 单 Artin 环 当 且 仅 当 对 N: 的 每 一 初等 Abel 子 群 
已 ,Six 忆 是 单 Artin 环 . 从 而 由 (i) 即 可 得 Gi). 
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由 定理 8.4.7 知 ,Rx*G 的 半 单 Artin 性 问题 可 转化 对 S*P 的 单 
Artin 性 来 研究 , 其 中 S 是 一 个 单 Artin 环 , Char(S)=p>0, P 是 一 
个 初等 Abel p- 群 . 因为 P 是 初等 Abel 群 ,所 以 P 形 如 P=P1@P;:@ 
OP. 其 中 每 个 P; 是 阶 为 2 的 循环 群 . 由 引 理 8. 1. 2 知 

Sx P=(S* Pi) x + * P,a) * Pa 
Ai S * P ÆR Artin 的 当 且 仅 当 (CS x Pi) x … x Pi) x P, 都 是 单 
Artin 环 (i 一 0, 1, +, n), Pa= 01). 

由 上 面 的 讨论 知 , 我 们 对 半 单 Artin 性 的 研究 可 简化 为 研究 S x P 
的 单 Artin E, Hep S 是 单 Artin HW, Char(S)=p>0, P 是 循环 
pe. 下面 我 们 给 出 一 个 结果 ,部 分 回答 了 上 述 问 题 . 

命题 8.4.8 hS 是 单 环 (不 一 定 是 Artin H)Char(S)=p>0, 
令 P(g) 是 阶 为 p HERR. Vik PHA TS, S* PEAR 
环 ， 则 下 列 陈述 等 价 : 

G) Sx P 是 单 环 ; 

Gi) A VE S 使 得 ss=vsv !,， Y sES, Mv’ Al; 

Gi) S*P ARWF PES EMR. 

证 明 设 S,P,SxP 满足 所 述 条 件 . 

(一 (ii) 一 (ii) 是 显然 的 . 

Gi) 之 (iD 设 条 件 (ii) 满 足 , AA P REHAT S, 所 以 存在 S 中 
可 道 元 v, HEB sf —vsv!, VsES. 由 文献 [37] 中 命题 1.1(0) 知 ，Sx* 忆 
是 单 环 当 且 仅 当 它 的 中 心 是 域 . 记 它 的 中 心 为 CCS* 己 )， 又 设 天 是 4 
MAU, 由 文献 [37] 中 命题 1. GD, 得 

C(S * P)=K [Lug J=K[Z]/(Z’—v’), 
其 中 2Z 为 天 上 未 定 元 . 再 由 文献 [43j 中 引 理 (P. 225) MM, CCS * 已 ) 是 
域 当 且 仅 当 (2Z* 一 ww) 是 KK[2Z] 的 极 大 理想 ， 当 且 仅 当 ww 不 是 KK 中 一 元 
ZW p KR.E =k, ROK, MRA, (Av)? =k’ =l, 5% Susy! 
=(k lv)s(CA lv). FRG AE. 

设 尺 是 一 个 环 ，C 是 一 群 , Rx G 是 一 交叉 积 . NR IERE 
想 , AV cCG, MA =], 则 称 了 是 C- 不 变 理想 (参见 文献 [71]). 为 
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以 后 叙述 方便 ,对 R 的 任 一 理想 M, 我 们 把 门 M* IH M. BR M 是 
包含 在 M 中 的 最 大 的 G- 不 变 理想 . 

定理 8.4.9 设 R 是 环 , G 是 有 限 群 ， Rx*G 是 交 义 积 , LRM 
是 RR 的 一 个 极 大 理想 , WA 

(R/M°) x GM,((R/M) x (Gu)), 

其 中 Gu 一 {gEGIM:=M) 9 n=[G:Gw]. 特别 地 (CR/M?) *G 是 半 单 
Artin 的 当 且 仅 当 (R/M) x Gy 是 半 单 Artin 的 . 

证 明 RR., G, M, n REER S G= UL Gug: (不 相交 
F) gi=e. M] 

M'= Q M=M" (| M% n .. NME, 
其 中 Ma, M5:,，…，M% 互 不 相同 .由 中 国 剩余 定理 可 得 
R/M’=R/M®QR/M“Q-QR/M™. 
将 R/M* 看 作为 R/M? 的 理想 , W G 传递 地 置换 集合 {R/M, R/M”, 
vt, R/M%} ,并且 (R/M)* 二 R/M ,YY gE€G. 又 根据 定理 8.4. 6(i) 的 证 
AA. 得 
CR/M°) x G2EM,((R/M) * Gu). 

FF jib, (R/M) x G 是 半 单 Artin 的 当 和 且 仅 当 (R/M) x Gu 是 半 单 
Artin 的 . 

一 个 环 R M&A Bounded, MRR 的 任 一 本 质 右 理想 包含 R 的 
一 个 理想 ， 当 把 这 个 理想 看 作为 R 的 右 理 想 时 , 它 也 是 本 质 的 . 环 R 
称 为 右 Fully Bounded, MR R 模 去 它 的 任 一 素 理 想 所 得 的 商 环 都 是 
Bounded. 我 们 把 一 个 Fully Bounded 右 Noether 环 简 称 为 FBN 环 . 
FBN 环 是 一 个 很 重要 的 环 类 , 它 包 含 所 有 交换 Noether m, 在 中 心 上 
整 的 Noether H, Noether P. I. 环 等 .关于 它们 的 基本 性 质 等 可 参见 文 
献 L34]Chapter 8. 

下 面 是 关于 FBN 环 的 一 个 非常 重要 的 结果 , 我 们 将 其 叙述 如 下 ， 
而 略 去 其 证 明 . 

命题 8.4.10 设 R 是 右 FBN 环 , 若 已 是 尺 的 一 个 右 本 原理 想 
(特别 地 车 P 是 R 的 极 大 理想 ), M R/P 是 一 个 单 Artin 环 (文献 [34] 
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的 命题 8. 4). 

在 证 明 本 节 的 一 些 主要 结果 时 , 我 们 要 用 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 8. 4. 11 设 G 是 有 限 群 , R 是 右 FBN 环 , S=R*G 是 交叉 
A, WS 也 是 右 FBN 的 . 设 M* 是 5 的 一 个 极 大 理想 , 则 M OR= 
OM, 其 中 M 是 R 的 一 个 极 大 理想 . 特别 地 R/M 门 R) 是 半 单 
Artin 环 . 

HEAR BR, G, SHERMER, 因 5=RxG 是 一 个 有 限 生成 
R- 模 , 故 由 文献 [55J 中 命题 4.9 知 S=RxG 是 右 FBN 的 . 设 MES 
的 一 个 极 大 理想 , 由 文献 [71] 中 引 理 14.2(i), 有 M'* 门 R= 门 yecM， 
其 中 MM fe M* 个 R 的 一 个 极 小 素 理 想 , 利用 文献 [71] 中 定理 16.6 可 推 
Al, Md: R 的 极 大 理想 . 又 用 命题 8.4.10 可 以 证 明 R/M NRE 
单 Artin 环 . 

现在 我 们 证 明 本 节 的 一 个 主要 结果 . 

定理 8.4. 12 设 R 是 右 FBN 左 凝 聚 环 且 r. gl. dimR<œ, VK 
G 是 有 限 群 ,，S 二 RxG 是 交叉 积 . 车 对 R 的 每 个 极 大 理想 M， 当 
Char(R/M)= p>0 BY. (R/M) x Gy 都 是 半 单 Artin 环 , 其 中 

Gu={g€EG|M:=M)}, 
则 r. gl.dim(R * G)=r. gl. dim(R)<co, 

证 明 设 R, 5S,G 满足 所 述 条 件 , 由 引 理 8.4.11, S=R* GE 
右 FBN 环 . A RxG 是 秩 有 限 的 自由 左 RR- 模 , 故 由 文献 [76](P. 266 
练习 8 和 练习 9') 知 ,对 任意 集合 A. 作为 右 RxG- 模 都 有 

RR(RxG)TRORR*G)) ER* G). 
AA REAR HN. 所 以 R* 是 平坦 右 R- 模 . ATR * O ZR ORR 
x*G) 也 是 平坦 右 RxG- 模 . 于 是 RxG 是 左 凝 聚 环 . 
设 1 是 R 的 右 理想 , 因为 r. gl. dim(R) 二 co， 所 以 存在 (R/T)n 的 
一 个 有 限 投 射 分 解 : 
0O—>P,—P, >…—>P,—>R/I—0. 
由 于 ss 是 自由 模 , 因此 
O—>P,CrS—""—>PCOkS— (R/T OS —>0 
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EA S-BECR/D@eSZS/TS 的 一 个 投射 分 解 . 所 以 我 们 得 到 
pd(S/IS)s<pd (R/T) pXr. gl. dim(R). (1) 
下 面 , 我 们 证 明 对 任 一 单 右 S- 模 Vs, 都 有 pdVs<r. gl. dim(R). 
设 M* =Ann.(V), 由 引 理 8.4.11 知 , S 是 右 FBN 的 . 从 而 由 命题 
8.4.10 知 , M'È S 的 极 大 理想 , A S/M Ñ Artin 环 . 于 是 存在 一 
DERS n, 使 得 作为 右 S- 模 时 V” 室 S$/M". 继而 得 
pd(V,)=pd.(V ) =pd,(S/M°* ). (2) 
又 由 引 理 8.4.11 TA, RAM 门 R) 是 半音 Artin m, HAR 的 极 大 
理想 M, 使 得 
M* NR= /eoM’ =M. 
若 Char(R/M)=0, 则 根据 定理 8. 4. 1Gii) 得 
r.gl.dim((R/M°) *G)=r. gl. dimR/M°=0. 
所 以 CR/MP?) * G 是 半 单 Artin 环 . 若 Char(R/M)=p>0, 则 由 假设 
H. (R/M) x Gy 是 半 单 Artin 环 . 从 而 由 定理 8. 4. 9 A, (R/M) *G 
是 半 单 Artin 环 .于 是 (R/M') * G 总 是 半 单 Artin 环 . 又 因为 
S/(M* NRS =(R *G)/C(M"* NR) * G) 
R/CM' NR)) * G=(R/M’) *G, 
所 以 S/M NRS 是 一 个 半 单 右 S- 模 . 由 于 我 们 有 右 S- 模 的 正 合 列 
0->M /((M* NR)S)>S/ M" NV R)S)>S/M*>0, (3) 
而 SACCM” NAPORE A S- 模 .因此 (3) 分 裂 正 合 . 从 而 作为 右 S- 
模 有 
S/(CM* (1) R)S)2=CS/M* DM /((M* 门 R)S)). (4) 
结合 (2) 、(4) 和 (1) ,得 
pd(Vs) =pd(S/M"* )s<pd(S/((M* NR)S)) 
<pd(R/(M* 1 R) xXx. gl. dim(R). 
再 由 文献 [72] 中 定理 8， 可 得 
r.gl.dim(GS)=sup{pd(Vs)|Vs 是 单 的 } 
<r. gl. dim (R)<o0. 
最 后 根据 定理 8. 3. 17(i) ， 便 得 
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r.gl.dim(R * G)=r. gl. dim(R)<ox, 
定理 8. 4. 12 中 给 出 的 条 件 是 RxG 具有 有 限 整 体 维 数 的 一 个 充 
分 条 件 . 有 例子 表明 , 即使 对 一 些 较 特殊 的 情形 ,这 一 条 件 也 不 是 必 
要 的 (参见 文献 [93]). 但 当 系 数 环 R 是 交换 Noether 环 且 交 叉 积 为 斜 
群 环 时 , 定理 8.4. 12 给 出 的 条 件 确 实 是 充 要 条 件 , 并 且 在 这 种 情形 
F. 我 们 还 可 得 到 更 多 的 充 要 条 件 . 
为 论述 方便 , 我 们 先 定 义 一 个 概念 , 设 R 是 一 个 环 , G 是 一 个 群 ， 
它 作 用 于 R 之 上 .对 R 的 任 一 理想 M, 定义 
G(M)= {gEGIr—r€EM, VrER), 
通过 直接 计算 , 便 可 得 到 关于 GCM) 的 下 述 一 些 性 质 . 
引 理 8. 4. 13 设 R 是 环 , G 是 群 , 它 作 用 于 R, M 是 R 的 一 个 理 


O 设 五 是 G 的 子 群 ,使 得 凡是 瓦 -不 变 的 , 且 石 作用 于 R/M 上 
是 平凡 的 , M GCM) 是 满足 这 种 条 件 的 C 的 子 群 中 的 唯一 最 大 元 ; 

Gi) ÆN, M 都 是 R 的 理想 且 NGM, 则 GCN)SG(CM); 

(ii) 若 NSM 是 R 的 理想 且 入 是 G- 不 变 的 , W GM) = 
G(M/N). 

命题 8. 4.14 设 R 是 环 , GEARR., S=R*CRARY. AA 
R 的 一 个 真理 想 M.S Char(R/M)=m>0, 且 GC(M) 中 含有 一 个 不 
等 于 e 的 元 g, g 的 阶 整除 mr, Mr. gl.dim(R*G)=o. 

证 明 R.G, M, S 满足 所 述 条 件 .又 设 SEG(CM)，g 关 e.g 的 
阶 整除 m. 我们 可 以 假设 g 的 阶 为 一 素数 p, m= pn. AH Char(R/M) 
=m=pn, p 不 是 R/M 的 单位 , 所 以 pR 十 M 也 是 R 的 一 个 真理 想 ， 
H Char(R/(pR+M)) =p. Hl 8. 4.13GD 8, gEGCpR 十 M). 从 
而 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 Char(R/M) =p BER, 而 GCM) 含 有 
一 个 元 g， 它 的 阶 为 p. 根据 推论 8. 4.20), 得 

r. gl. dim(R * (g)) <r. gl. dim(R x G). 
不 失 一 般 性 , 可 设 G 是 阶 为 p 的 循环 群 . 由 引 理 8. 4.1304., M Æ 
G- 不 变 的 , AG 作用 于 R/M 上 是 平凡 的 .于 是 (R/M) x G 为 通常 的 
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群 环 . 
令 g==1 十 g 十 … 十 gr !， 容易 验证 序列 


0 -5S >S (g-1)S —+0 


和 序列 


0 —>(g-1)S +s +35 —~0 
是 右 S- 模 的 正 合 列 , 其 中 i,j ERARI. 9 和 y 分 别 是 由 元 素 (g-1) 
Al g 的 左 乘 导出 的 同 态 . 

设 eS 和 (g-1)S 中 有 一 个 为 投射 S- 模 , 则 SH (g-DSORS. 在 这 
一 同 构 中 , 设 si. ss 分 别 对 应 于 g-1 Ag. WS=s,SOs.S. AW sg 对 
MF (g—-lg=0. 所 以 sg 二 0. 同 理 sg=0. 而 在 群 环 S=S/MS = 
(R/M)[G] 中 ,g 是 在 中 心中 的 一 元 , 所 以 

(S/MS)g=(6s,S+5,8)/MS)g=s, Sg ts: S g= sg S +s S=0. 
从 而 gEMS=M*G. FRE R 的 单位 1€ M. 这 与 M 是 真理 想 矛 盾 . 
因而 gS 和 (g 一 1)S 都 不 是 投射 模 . 最 后 由 引 理 8.2.1 便 知 ， 
r. gl. dim (R * G)=o0, 

现在 我 们 可 以 证 明 本 节 的 另 一 个 主要 结果 了 . 

定理 8.4.15 设 R 是 交换 Noether 环 , G 是 有 限 群 , CHAT 
R, 又 设 Rx*G 是 斜 群 环 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 

G) gl. dim(R * G)<%; 

Gi) (a) gl. dim (R)< œ; 

(b) 对 R 的 每 个 极 大 理想 M, 4 Char(R/M)=p>0 时 ， 
(R/M) * Gy 是 半 单 Artin 环 ; 

Gii) (a) gl.dim(R)<oo; 

(b) 对 R 的 每 个 极 大 理想 M, 4 Char(R/M)=p>0 ht, 
GMA EBA p 的 元 素 . 

证 明 设 R,G, RxG 满足 所 述 条 件 . 

G)=> (i) # gl. dim (R « G) <œ, H HH 8.4.2 Gi) A, 
gl. dim(R)<oo. 又 由 命题 8. 4.14 知 , iii) 中 的 (b) 也 必 满 足 . 

(i> Gi) 设 Gii) 成 立 , 又 设 M 是 RR 的 一 个 极 大 理想 , 且 
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Char(R/M)= p>0. #4 (R/M) * Gy 不 是 半 单 Artin 环 , 则 由 文献 [71] 
中 的 推论 18.11 Hl. 存在 Gu 的 Sylowp- 子 群 卫 ,使 得 (G/M) « PRE 
半 单 Artin 环 , 又 由 文献 [62] 中 的 定理 2.3 可 知 , P 中 至 少 有 一 元 在 
R/M EWE St SUE A. BIS g CG, g40, g 共 思 作用 于 R/M. 再 
因为 R/M 是 交换 环 , 所 以 g 作用 于 RAM 上 是 平凡 的 . 继而 由 引 理 
8.4.13G), 可 得 gE€EGCM). 这 与 (iii) 的 假设 矛盾 . 

ii) 一 (i) 直接 由 定理 8. 4.12 推出 . 

命题 8.4.16 设 尺 是 交换 Noether 环 , G 是 任意 群 ， RxG EA 
HY. MK H EGTE, 它 具 有 有 限 指数 , 则 下 列 陈述 等 价 ， 

G) gl. dim (Rx G)<co; 

Gi) (a) gl. dim (R * H)<co; 

b) Xt 的 任 一 极 大 理想 M, 4 Char(R/M)= p>0 ut. HG 
的 任 一 有 BR RET. (R/M) x Ty 是 半 单 Artin 环 ; 

Gii) (a) gl.dim(R *« H)<%; 

(b) 对 R 的 任 一 极 大 理想 M， 当 Char(R/M)= p>0 时 ， 
GCM) 不 会 阶 为 p 的 元 素 . 

证 明 OER, G, H, R*G 满足 所 述 条 件 . 

G)=>Gi) BW gl.dim(R*«G)<co, M 是 RR 的 一 个 极 大 理想 , A 
Char (R/M)=p>0, XRT 是 6G 的 一 个 有 限 子 群 . 由 推论 8. 4.201) 
Hl. gl.dim(R * H)<oo, gl. dim(R * T)<oo. ER EH 8.4.15 即 知 
(让) 成 立 . 

GDG) 假设 (ii) 成 立 , 利用 (ii) 和 定理 8.4.15 可 知 , 对 G 的 每 
TARTE T, gl. dim(R * T)<oo. 从 而 利用 关于 交叉 积 的 Serre 定 
BH, 即 定理 8. 4. 3, 可 立即 得 到 Gi)， 

(i) 和 (i) 的 等 价 性 证 明 与 上 面 关 于 Gi) 和 (i) 的 等 价 性 证 明 类 似 ， 
故 略 . 

推论 8.4.17 设 R 是 交换 Noether 环 , G Æ Polycyclic-by-finite 
群 , RxC 是 斜 群 环 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

G) gl. dim(R * G)<co; 

Gi) (a) gl. dim(R)<o; 
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(b) 对 R 的 每 个 极 大 理想 M,，G 的 每 个 有 限 子 群 了 ， 当 
Char(R/M)= p>0 Bt, (R/M) * Tw 是 半 单 Artin 环 ; 

Gii) (a) gl. dim(R)<o0; 

(b) Xf R 的 每 个 极 大 理想 M, 当 Char(R/M)=p>0 时, GUD P 
KERA p 的 元 . 

证 明 因为 G 是 Polycyclic-by-finite 群 ， 所 以 由 文献 [70j] 中 的 引 
理 10.2.5 知 ， 存 在 G 的 一 个 正规 子 群 吾 , E19 HEC 中 的 指数 是 有 
限 的 , i H Æ Poly-infinite Cyclic 的 ,由 于 R 具 有 有 限 整体 维 数 ， 因 
此 根据 推论 8.4.2GD RW, Re 如 具有 有 限 整 体 维 数 . 从 而 本 推论 的 
结果 直接 由 命题 8. 4. 16 可 得 出 . 

推论 8.4.18 设 尺 是 交换 Noether w, 它 具 有 有 限 整 体 维 数 ， 又 
设 G 是 Polycyclic-by-finite 群 , 且 S=RxG 是 一 交叉 积 . 若 下 列 条 件 
之 一 满足 ， 则 gl. dim(R * G)<o. 

O 对 R 的 任 一 极 大 理想 M, CHE-ARTRT. 3S 
Char(R/M)=p>0W, 都 有 CR/M) * Tw 是 半 单 Artin W; 

Gi) X R 的 任 一 极 大 理想 M, 当 Char(R/M) = p>0 时 , GM) P 
不 含 阶 为 p 的 元 素 . 

证 明 R, G, RxG 满足 所 述 条 件 , 且 条 件 (i) 被 满足 ， 由 定理 
8.4.3 和 定理 8.4.12, 与 推论 8.4.17 的 证 明 方 法 类 似 可 证 
gl. dim(R x G)<œ. 又 设 条 件 (ii) 被 满足 ,交叉 积 是 由 映射 6 和 7 确 
€, BIR x G 一 Rs;G， 则 根据 定理 8. 4. 4 可 得 

gl. dim( RIG) <gl. dimR,G, 
其 中 RG 是 由 映射 o 决定 的 斜 群 环 . 从 而 直接 由 推论 8. 4.17 Citi) AT A 
gl.dim(R.G)<oo. PLA gl. dim(R * G)<o0, 
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第 五 章 


环 和 模 

1 投射 模 和 生成 元 、 内 射 模 和 余生 成 元 

2 平坦 模 

3 凝聚 环 

4 半 遗 传 环 、 遗 传 环 、Von Neunann 正 则 环 
5 半 单 环 

6 局 部 环 和 半 局 部 环 

7 半 完 全 环 和 完全 环 

同调 维 数 


. 1 模 的 投射 维 数 和 内 射 维 数 

. 2 模 的 平坦 维 数 

. 3 环 的 整体 维 数 和 弱 整 体 维 数 

. 4 NEŽI 

. 5 FP- 内 射 维 数 和 f p. gl. di n 维 数 


Noet her 环 上 的 模 及 其 同调 维 数 


. 1 Noether 环 上 的 模 

. 2 Noet her 环 的 整体 维 数 

. 3 Noether 拟 局 部 环 上 的 模 
. 4 RAR 

. 5 正则 局 部 环 


凝聚 环 的 同调 维 数 


1 凝聚 环 上 的 模 

.2 凝聚 拟 局 部 环 上 的 模 
.3 凝聚 局 部 环 的 余 维 数 
.4 凝聚 GCD 整 环 的 同调 特征 
.5 凝聚 FP- 环 的 结构 

.6 (a，2，6) - Fp 环 的 分 类 
. 7 Nee di m= 二 2 的 凝聚 环 


T -凝聚 环 和 FGT- 维 数 


5. 1 模范 畴 的 等 价 性 和 对 偶 性 
5. 2 T -凝聚 环 的 定义 及 基本 性 质 
5. 3 n -凝聚 环 上 的 模 
5. 4 FGT- 投 射 维 数 
5. 5 FGT- 内 射 维 数 
5. 6 FGT- 平 坦 维 数 
第 六 章 半 局 部 环 上 的 模 及 其 同调 性 质 
6. 1 Noether 半 局 部 环 的 同调 性 质 
2 半 局 部 环 的 全 维 数 
3 凝聚 半 局 部 环 的 同调 维 数 
4 不 可 分 凝聚 半 局 部 环 
5 半 完 全 环 和 完全 环 的 同调 维 数 
6. 6 弱 半 局 部 环 
第 七 章 对 偶 模 的 同调 性 质 
7. 1 自 反 模 与 环 的 自 内 射 维 数 
7. 2 对 偶 模 的 同调 维 数 
7. 3 特殊 模 的 对 偶 模 
7. 4 半 局 部 环 上 G Mat li s 对 偶 模 
7. 5 关于 内 射 余 生成 元 的 对 偶 模 
第 八 章 群 环 、 斜 群 环 、 交 叉 积 和 和 群 分 次 环 的 同调 维 数 
8. 1 基本 概念 和 基本 结果 
8. 2 群 环 的 同调 维 数 
8. 3 群 分 次 环 的 同调 维 数 
8. 4 交叉 积 和 和 斜 群 环 的 同调 维 数 
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